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Al preparar el contenido de esta charla y ver qué curvas iban a estar incluidas, me
llamé la atencion el hecho de que en muchos de los lugares de consulta aparece
repetida una frase del estilo de “curva ... estudiada por ..., para la resolucion
del problema ...”7, pero en casi ninguno se dice como se utiliza la tal curva para
resolver el problema considerado. Esta frase indica que el estudio de las curvas no
es un mero ejercicio de dibujo de las curvas por si mismas, sino el de su relacién con
la resolucion de ciertos problemas bien sean matematicos, fisicos o de ingenieria.

A partir de la definicién, con un conjunto elemental de dibujo (regla, compds y
escuadra) se puede obtener una gran cantidad de puntos, aunque no todos, de una
curva y dibujar su forma aproximada; desde la aparicion del ordenador es muy fécil
obtener un dibujo de las curvas; naturalmente, una vez efectuado el trabajo previo
de encontrar sus ecuaciones paramétricas, implicitas o polares y el aprendizaje del
manejo de los recursos informaticos correspondientes.

Los dibujos que aparecen aqui estdn creados con Mathematica. También lo
fueron las animaciones que se vieron en la charla pero como aqui no se pueden
presentar, he sustituido algunas de ellas por diversas instantdneas del movimiento,
por ejemplo las figuras 17, 30 y 42).
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Otro punto a considerar es el de la elecciéon de las curvas que se van a tratar,
hay una gran cantidad de curvas “con nombre propio”, de las que he seleccionado
unas cuantas y afiadido algunas construcciones geométricas que ponen de mani-
fiesto como aparecen en la resolucion de problemas.

Las primeras curvas consideradas fueron, evidentemente, las rectas y las cir-
cunferencias. Con los instrumentos que permiten dibujarlas (regla no graduada
y compds) en la antigiiedad clasica se plantearon y resolvieron gran cantidad de
problema geométricos, pero quedaron sin resolver (utilizando sélo los instrumentos
anteriores) los tres problemas clasicos:

e Cuadratura del circulo: hallar un cuadrado con el mismo drea que un circulo
dado, o equivalentemente, hallar un segmento de recta con la misma longitud
que una circunferencia dada.

e Duplicacién del cubo: construir un cubo que tenga el doble volumen que uno
dado, o equivalentemente hallar dos medias proporcionales entre dos seg-
mentos dados.

e Triseccion de un dngulo: dado un dngulo, hallar el 4ngulo que es su tercera
parte.

A pesar de que se ha demostrado que estos tres problemas no son resolubles
segtin el método clasico de utilizar s6lamente regla no graduada y compds, no es
raro que cada poco aparezcan, ahora en Intenet, “cuadradores”, “duplicadores” o
“trisectores” aficionados. La mayoria de las veces los errores en sus construcciones
son evidentes pero otras, las construcciones son tan enrevesadas que no es facil
encontrar donde estd el error.

Trisectrices

El tercer problema mencionado anteriormente es de una naturaleza distinta a la
de los dos primeros en el sentido de que ningtn circulo se puede cuadrar, ningin
cubo se puede duplicar, pero si que hay determinados dngulos que se pueden trise-
car: son muy conocidas las determinaciones de la tercera parte de un dngulo llano
o la tercera parte de un dngulo recto.

A continuacién veremos algunas de las curvas que se han estudiado en relacion
con la resolucion de este problema, por lo que reciben el nombre genérico de tri-
sectrices.



Cuadratriz de Hipias

Histéricamente (siglo V a.C.), ésta es

AN

47

la primera curva (es de suponer que en un

Figura 17 Distintas fases de la construccion de la Cuadratriz de Hipias

principio se llamaria trisectriz de Hipias), distinta de las rectas y circunferencias,
que aparece, incluso antes que las conicas. Esta curva estd definida mecénicamente
como el lugar de interseccién de dos rectas: una horizontal que se mueve a veloci-
dad constante en direccion vertical y otra que gira con velociad angular constante,
de forma que en el instante inicial ambas rectas son perpendiculares y en el instante

final coinciden.
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Figura 18 Cuadratriz de Hipias

Un pequeiio cédlculo permite hallar las ecuaciones paramétricas de la cuadratriz
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de Hipias:

z(t) = (1 — t) tan(nt/2), y(t)=1-t, t € [0,1]

y, si no imponemos restricciones a la variacion del pardmetro ¢, obtenemos la curva
de la figura 18, en la que se ven unas rectas horizontales que son asintotas de la
curva correspondientes a los valores t = 2k — 1, k # 1.

La cuadratriz de Hipias no sélo resuelve el problema de la triseccién de un
angulo, sino la divisién de un dngulo en un nimero cualquiera de partes iguales. La

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 19 Triseccion de un dngulo mediante la Cuadratriz de Hipias

divisién se efectia del siguiente modo (figura 19): dado un dngulo AO P hallamos
el punto P de corte con la cuadratriz y por P dibujamos la recta PB paralela al
eje OX, dividimos el segmento AB (utilizando el teorema de Tales) en las partes
iguales que deseemos (en nuestro caso 3) y hallamos el punto C'. Deshaciendo el
proceso anterior, obtenemos el punto () y el dngulo AOQ) es el angulo buscado.

Un siglo mds tarde, se utilizo esta curva para resolver la cuadratura del cir-
culo, aunque en la propia construccion de la curva se supone conocida la soluciéon
del problema al relacionar un movimiento rectilineo y un movimiento circular uni-
forme; voy a exponer la construccion que se ve en la figura 20 ya que utiliza dos
teoremas fundamentales en geometria, el de Tales y el de Pitdgoras: teniendo en
cuenta que la cuadratriz corta al eje OX en el punto %, por el teorema de Tales
obtenemos el punto 7 y, a partir a este punto le sumamos 2 unidades y construimos
la semicircunferencia con centro en el eje = X'y pasa por O y por 5 + 2, aplicando
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Figura 20 Cuadratura del circulo con la Cuadratriz de Hipias

el teorema de Pitdgoras se obtiene que la perpendicular sobre 7 mide /7, con lo
cual el cuadrado tiene el mismo area, 7, que el circulo.

Concoide de Nicomedes

La concoide de Nicémedes (siglo II a. C) aparece al trisecar un dngulo por
medio del método de Arquimedes (siglo III a. C.), que se efectda de la siguiente
manera: dado un dngulo AO B (figura 21) dibujamos, con centro en el vértice O del

D1

Figura 21 Método de Arquimedes

angulo, una circunferencia I'; desde el punto A de interseccion de la circunferencia
con uno de los lados del dngulo, construimos una recta no paralela al otro lado del
angulo, esta recta corta al otro lado en un punto C. A partir de C' tomamos los
puntos Dy D' de manera que la distancia de C'a D y a D’ es igual al radio de la
circunferencia I'. Cuando el punto D (o D') esté sobre la circunferencia, el angulo
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AC'B es la tercera parte del angulo dado.

Si dibujamos todos los puntos D y D’ obtenidos mediante este procedimiento
obtenemos la Concoide de Nicomedes (llamada asi porque tiene forma de concha).

Figura 22 Concoide de Nicmedes correspondiente al dngulo 7

/ ;

s

Figura 23 Concoide de Nicomedes correspondiente al dngulo 3

Como un dngulo estd determinado salvo un niimero entero de vueltas, los puntos
de interseccion de la concoide con la circunferencia nos dan las tres posibles terceras
partes del dngulo inicial.

Existen otros dos puntos, el propio A y el punto diametralmente opuesto a A,
que siempre son puntos de interseccién de la concoide y la circunferencia puesto que
evidentemente verifican la definicién de los puntos D, estos puntos no proporcionan
una tercera parte del angulo inicial salvo en el caso particular de ¢ = 7 (figura 23),
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en el que el punto diametralmente opuesto es doble (en este caso, la circunferencia
y la concoide son tangentes).

La concoide de Nicomedes también se obtiene cuando trisecamos un dngulo uti-
lizando el método de Hipdcrates (siglo V a.C.) que aparece en la figura 24: supon-
gamos el angulo agudo AO B que queremos trisecar, construimos una recta auxiliar
perpendicular a uno de los lados, esta recta corta a los lados del anguloen Ay en K.
Para cada recta que pasa por O hallamos el punto P de manera que la distancia M P

2t M

Figura 24 Método de Hipocrates para la triseccion de un dngulo

sea el doble de la longitud del segmento O A, siendo M el punto de interseccion de
la recta variable OP con la recta auxiliar K' A, cuando la recta AP es paralela la
lado OB, el angulo BOP es la tercera parte del angulo BOA.

Igual que antes, fijada la recta auxiliar y los valores a (distancia de O a la recta
auxiliar, longitud del segmento OK) y b (longitud de los segmentos M P), cons-
truimos los puntos P y obtenemos asi la condoide de Nicomedes, cuyas ecuaciones
paramétricas son

z(t) = a+ bceost, y(t) = bsint + atant.

Eliminando el pardmetro ¢ en las ecuaciones anteriores, se obtiene la ecuaciéon im-
plicita de la concoide
(z — a)?*(2* +y*) = b%2”.

En la figura 25 aparecen de izquierda a derecha las concoides de Nicomedes
para b > a (que corresponde a la triseccién de un determinado dngulo agudo), para
b = a (que corresponde, segtin se vi6 en la figura 23, a la triseccidén de un dngulo
recto) y para b < a.
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Figura 25 Concoides de Nicomedes para a =1.5 yb=1,1.5 y 2.5

Para b > a la curva tiene un bucle y un punto doble, para b = a, el bucle se
reduce a un punto cuspide y para b < a, todos los puntos de la curva son regulares.
En cualquiera de los tres casos la recta x = a es asintota de la cuva.

Esta curva se utiliza también para duplicar el cubo, es decir para obtener la raiz
ctibica de 2 (figura 26). Para ello dibujamos la concoide para a = b = 1y el dngulo
ACB = Z, por la semejanza de los tridngulos OC'D 'y O AB se obtiene

1
P __ _n (3.1)
p+1 r+1 q
En el tridngulo AC' B se tiene ¢ = /37y, por el teorema de Pitégoras en el tridngulo
rectingulo OC'D,

pP=1+m" (3.2)
Entonces de (3.1) y (3.2) se obtiene
o V/3r 9 3r?
Tixr T P T ayny

De la primera igualdad de (3.1) se obtiene 7 = 1/py, entonces p3(2+p) = 2(2+p)
de donde p = /2.

Trisectriz de Ceva

La construccién de la trisectriz de Ceva (1648-1734) se basa en el método de
Arquimedes pero empezando por la solucién (figura 27): Para cada recta que pasa
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Figura 26 Obtencion de /2 con la Concoide

por O construimos el punto P de manera que las longitudes de los segmentos O A,
AB'y BP son iguales.

O B K

Figura 27 Construccion de un punto de la trisectriz de Ceva

Construyendo los puntos P correspondientes a las rectas que pasan por O,
obtenemos asi la curva de la figura 28, cuyas ecuaciones paramétricas son

x(t) = 2cost + cos(3t), y(t) = sin(3t)
y, eliminando el parametro ¢, obtenemos su ecuacién cartesiana

(l‘2 + y2)3 — (3$2 _ y2)2.
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Figura 28 Trisectriz de Ceva

Trisectriz de MacLaurin

La trisectriz de MacLaurin (1698—1746) es la curva cuya ecuacion cartesiana es
z(x? + y?) = a(3z% — y?), sus ecuaciones paramétricas son

-0.5¢

Figura 29 Trisectriz de MacLaurin

t) 3—t? 0 3= t?
T = qQ— =a
1+ Y 1+ 2
y que aparece dibujada en la figura 29 (con un giro de 7/2) para a = 0.5. Como se
puede ver esta curva tiene un punto doble en el origen, un bucle y la recta v = —a

es asintota de la curva. En la figura 30 se observa como esta curva se utiliza para
trisecar un dngulo cualquiera: el angulo con vértice en el punto (1,0) es el triple
del correspondiente que tiene vértice en (0, 0)).

Esta curva es autoinversa (la figura 31 estd girada 7/2): cualquier recta que
pase por el punto C' corta a la trisectriz en 2 puntos Py (), el producto de las
longitudes de los segmentos C' Py C() es constante e igual al cuadrado del radio de
la circunferencia con centro el punto C'y que pasa por el punto doble de la trisectriz
de MacLaurin.
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Figura 30 Triseccion de angulos mediante la Trisectriz de MacLaurin

Q Q

Figura 31 Propiedad autoinversa de la Trisectriz de MacLaurin

Trisectriz de Catalan (de Tschirnhausen)

Para concluir con las trisectrices veremos la trisectriz de Catalan (1814—1894)
(también llamada trisectriz de Tschirnhausen (1651-1708)), su ecuacion cartesiana
es

(2% 4+ ) (6 + z) = 32

y sus ecuaciones paramétricas son

x(t) =

2cost (1) = 2sint
cos(t/3)’ Y  cos(t/3)’

Es muy parecida a la trisectriz de MacLaurin (aqui también se ha efectuado un
giro de 7/2) y efectia la triseccién de un dngulo del mismo modo, en este caso el
angulo con vértice en O y uno de los lados sobre eje y es el triple del dngulo con
vértice en (0, —4)
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Figura 32 Trisectriz de Catalan

Cisoide de Diocles

Para resolver el problema de la duplicacién del cubo, Diocles (siglo II a.C.)
construy6 la curva que lleva su nombre, que estd definida como sigue (izquierda
de la figura 33): dada una circunferencia I' y una recta L tangente a ella, trazamos
las rectas que pasan por el punto O, diametralmente opuesto al de tangencia; estas
rectas cortan a la circunferencia en un punto Ry a la recta en el punto (). La cisoide
de Diocles el el conjunto de los puntos P tales que OR = P(). Esta curva se llama

Figura 33 Cisoide de Diocles

asi porque tiene la forma del borde de una hoja de hiedra.
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La cisoide tiene estas ecuaciones paramétricas

2

r(s) = 2asin®s, a(t) = 12ft2’

Jo) = 24 sin3 s o bien  2af
coss ’ yt) = 1482

y su ecuacion cartesiana es z® + y?(z — 2a) = 0, donde a es el radio de la circun-
ferencia. (en la parte izquierda de la figura 33 aparece representada para valor de
a=1.

La cisoide permite calcular +/2 (parte derecha de la figura 33): construimos el
cuadrado de vértices (0,0), (0,2), (2,2) y (2,0) y lo dividimos por la mitad con
la recta que pasa por (1,0) y (1,2). La recta que pasa por (2,0) y (1,2) corta a la
cisoide en un punto, uniendo ese punto con el (0, 0) obtenemos el punto P, es facil
comprobar que OP = /2.

Trocoides

(9 (&

Figura 34 Generacion de la epitrocoide y la hipotrocoide

Las trocoides son curvas obtenidas a través de puntos asociados a una circunfe-
rencia que rueda sobre otra circunferencia. Estas curvas estan relacionadas con los
epiciclos: curvas con las que se trataba de explicar los movimientos anémalos de
los planetas en el sitema astronémico geocéntrico. Los planetas tienen movimiento
de retroceso respecto de las estrellas “fijas”, 1o que se pretendia explicar diciendo
que los planetas estdn sobre una circunferencia que gira sobre otra.

Supongamos una circunferencia fija de centro O y radio R y otra circunferencia
movil de centro O, tangente a la primera y con radio R/, sea P el punto solidario
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con esta circunferencia mévil y a distancia AR’ del centro O'. Las trocoides son las
curvas descritas por el punto P cuando la segunda circunferencia rueda sin deslizar
sobre la circunferencia fija.

Cuando la circunferencia mévil rueda por la parte de fuera de la fija las curvas
se llaman epitrocoides (corresponden al caso R’ > 0) y cuando la circunferencia
movil rueda por dentro de la fija, las curvas obtenidas se denominan hipotrocoides
(R’ < 0). El caso particular de que el punto generador P esté sobre la circunferencia
moévil (A = 1) las curvas obtenidas se denominan epicicloide o hipocicloide, segin
los casos.

Sus ecuaciones paramétricas, identificando los puntos del plano con los nu-
meros complejos, son

/
-R+Rt

2(t) = (R+ R)e" — AR ®

Epitrocoides

Veremos aqui algunas epitrocoides que tienen nombre propio:

Figura 35 Caracoles de Pascal: R=R =1y A=0.8,1y2

El Caracol de Pascal (1588-1651) (figura 35) es la epitrocoide obtenida cuando
el radio de las dos circunferencias es el mismo. La cardiode (en el centro de la
figura 35) es la epiclicoide caso particular del caracol de Pascal.

La nefroide, en forma de rifién (figura 36), es la epitrocoide obtenida cuando el
radio de la circunferencia movil es la mitad del radio de la circunferencia fija.
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Figura 37 Epitrocoides de razén racional (R =3, R’ =2/3, A=1.7) e irra-
cional (R=2, R =n/9, A\=1.5)

Segun sea la relacion entre los radios de las dos circunferencias se obtienen
distintos tipos de trocoides:

e silarelacion R/ R’ es entero, s6lamente hace falta dar una vuelta para obtener
la curva, por ejemplo el caracol de Pascal y la nefroide.

e silarelalcion R/R’' es un nimero racional, es necesario dar varias vueltas a
la circunferencia fija para obtener toda la curva (figura 37 izquierda).

e silarelacién R/R' no es racional, la curva no se cierra y se obtiene un con-
junto denso en una corona circular (figura 37 derecha).

Hipotrocoides

La elipse: es la hipotrocoide en la que la relacién de radios de las circunferencias
es R/R' = 2 (figura 38 a la izquierda); en el caso particular de que el punto gene-
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Figura 38 FElipse y diametro de la circunferencia fija

rador esté sobre la circunferencia mévil (hipocicloide) la elipse degenera en uno de
los didmetros de la circunferencia fija (figura 38 a la derecha).

Las hipocicloides: otras hipotrocoides con nombre propio son el Deltoide (figura 39
a la izquierda con los valores R = 3, R’ = —1, A = 1), el Astroide (figura 39 en el
centro, R = 3, R’ = —3/4, A = 1), y la Estrella de mar (figura 39 a la derecha con
los valores R = 3, R = —1.2, A = 1), con 3, 4, 5, puntos cudspide, respectivamente.

Figura 39 Deltoide, astroide y estrella de mar

Igual que sucede con las epitrocoides, dependiendo de la relacion entre los ra-
dios de las circunferencias se han de efectuar una o varias vueltas sobre la cir-
cunferencia fija para obtener la curva; por ejemplo, para el deltoide y el astroide,
s6lamente es necesario recorrer la circunferencia fija una vez, mientras que en la es-
trella de mar hay que hacerlo 2 veces. En el caso de que la relacién sea un nimero
irracional, la curva no se cierra y es un conjunto denso en una corona circular.

Asociadas a estas hipocicloides tenemos las hipotrocoides que pasan por el cen-
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Figura 40 Rodoneas de 3, 4 y 5 pétalos

tro de la circunferencia fija, que ahora es un punto multiple. Estas curvas se conocen
como Rodoneas (en forma de rosa). En la figura 40 vemos el trébol y las rosas de
cuatro y cinco pétalos.

La Cicloide

La cicloide es el lugar descrito por un punto asociado a una circunferencia de
radio R a distancia AR del centro de la circunferencia, que rueda sin deslizar sobre

V) V)
Figura 41 Cicloides

una recta; segun que el punto generador esté en la circunferencia, en el interior o
en el exterior del circulo limitado por ella, es decir, segin que el valor de A sea

1, menor que 1 o mayor que 1, obtenemos la cicloide, la cicloide acortada o la
cicloide alargada.

Las ecuaciones paramétricas de las cicloides son

x(t) = R(t — Asint), y(t) = R(1 — Acost).

Igual que en el caso de las trocoides, para A = 1 aparecen puntos cuspide, para
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A < 1 todos los puntos son regulares y para A > 1 aparecen puntos dobles y bucles.

La cicloide (A = 1) tiene la propiedad de la tautocronia: si dejamos caer sin

(L
(L
(K

Figura 42 Posiciones de dos bolas cayendo sin velocidad inicial por una cicloide

velocidad inicial a lo largo de una cicloide invertida una bola s6lamente sometida a
la accidon de la gravedad, el tiempo que tarda la bola en llegar al punto mas bajo de
la cicloide es independiente de la altura desde la que hemos dejado caer la bola.

Esta propiedad, unida al hecho de que la evolvente de una cicloide es otra ci-

Figura 43 Péndulo de Huygens

cloide igual que la primera pero desplazada, permite construir un péndulo cicloidal
(péndulo de Huygens (1629-1695)) que tiene la propiedad de que el periodo de
oscilacion es independiente de la amplitud.

Ruedas poligonales

Hay un chiste sobre ingenieros que dice que el ingeniero industrial inventor de
la rueda, la invent6 con forma cuadrada y como, si el suelo es llano, el problema de
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Figura 44 “Rueda” triangular

los saltos aparece cuando se apoya en el suelo uno de los vértices del cuadrado, otro
ingeniero mejord el invento minimizando el nimero de los saltos, es decir, dismi-
nuyendo el nimero de vértices, e inventd la rueda triangular. Un tercer ingeniero

Figura 45 “Rueda” cuadrangular

(en este caso de Caminos) observo que, si el suelo tiene forma especial, una rueda
poligonal puede girar de forma que el centro de la rueda no dé saltos. Al final un
matematico vino en ayuda del dltimo ingeniero y hallé que el suelo tiene que tener
la forma de arcos de catenaria.

Obsérvese en las figuras 44, 45 y 46 que a medida que aumentamos el nimero de
lados del poligono que rueda, el suelo se va haciendo més llano, cuando el nimero
de lados crece indefinidamente, la rueda es una circunferencia, el suelo es una recta
y la curva punteada es una cicloide.

Con el suelo en forma de arcos de catenaria conseguimos que el centro del
poligono no dé saltos verticales, pero da saltos “horizontales” en el sentido de que
el movimiento de avance no es uniforme.

La catenaria (figura 47) estd también relacionada con la fuerza de la gravedad
puesto que es la forma que adopta un hilo de densidad homogénea sostenido por
dos puntos y sometido a la accién de la gravedad, su ecuacidn cartesiana es

y = cosh at.

La forma de la catenaria es parecida a la de una parabola, incluso Galileo, al estudiar
la forma que adopta la cadena, las confundi6. Esta curva es la generatriz plana del
catenoide que es la tnica superficie de revolucion minimal.
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Figura 46 “Rueda” hexagonal

-2 -1 1 2

Figura 47 Catenarias que pasan por dos puntos fijados
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