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Empecemos por el principio...

Euclides (fl. 300 a.C.) Se sabe poco de
la vida de este genial matemético griego. Pro-
bablemente estudi6 en Atenas con discipulos de
Platén, posteriormente enseiié geometria en Ale-
jandria (Alejandria fue punto de encuentro de grie-
gos, judios y érabes, alli se conservd lo mejor
del pensamiento heleno). A su universidad, se
dice que con mas de 700.000 documentos, fue lla-
mado Euclides por Ptolomeo I Séter, el Grande,
(sucesor de Alejandro) y durante més de 20 afios,
ejercid la labor docente y cientifica. Euclides
es un prolifico escritor, a él se le atribuyen una
serie de libros: Los “Calculos” (una coleccion
de teoremas geométricos), los “Fenomenos” (una
descripcion del firmamento), la “Optica”,la “Di-
vision del canon” (un estudio matematico de la
musica), “Porismas”, “La seccién cénica”, “Li-
bro de Falacias”,... y el mas importante
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160 10. Los precursores de la geometria no euclideana

“Los Elementos”, que es un extenso tratado de matematicas en 13 volimenes
sobre materias tales como geometria planay del espacio, proporciones en general,
propiedades de los nimeros, magnitudes inconmensurables. Sin embargo, en la
actualidad, la mayoria de los historiadores cree que alguna de las obras, excepto
los Elementos, se le han adjudicado a Euclides erréneamente. Los historiadores
también cuestionan la originalidad de algunas de sus aportaciones, en particular
las secciones geométricas de los Elementos ya fueron planteadas por mateméticos
anteriores, como Eudoxo, sin embargo, se considera que Euclides hizo diversos
descubrimientos en la teoria de niimeros.

1. Los Elementos

Los Elementos se dividen en 13 libros.

Los seis primeros son sobre la Geometria Plana.

Los libros 7 ,8 y 9 tratan sobre la Teoria elemental del niimeros.

El libro 10 trata de la teoria de Eudoxo de los nimeros irracionales.

Los libros 11,12 y 13 los dedica al estudio de la Geometria del espacio.

En un primer acercamiento, se puede decir que Los Elementos de Euclides son
notables por la claridad con que las proposiciones son demostradas y presentadas.
A este respecto escribié Proclo:

“Son singularmente admirables sus Elementos de Geometria (de Euclides) por
el orden que reina en ellos, la seleccion de los teoremas y problemas tomados como
elementos y también la variedad de los razonamientos desarrollados de todas las
maneras y que conducen a la conviccion”

y mas adelante expresa:

“Los Elementos son una guia segura y completa para la consideracion cientifica
de los objetos geométricos” .

Buena parte de Los Elementos de Euclides se ha utilizado como libro de texto
durante 2.000 afios. La primera edicién impresa de las obras de Euclides aparecio
en Venecia en 1482, fue una traduccion del arabe al latin.
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Manuscrito griego, correspondiente
a los Elementos, del siglo XI-XII.

(Al final del texto se puede observar el
famoso simbolo pitagorico, correspondiente
al poligono estrellado de cinco puntas)
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Libro I Teoremas relativos a congruencias, rectas paralelas. 23 definiciones; 5
postulados; 9 nociones comunes; 48 proposiciones (las p. 47 y 48 son el teorema

de Pitagoras).

Libro II Aritmética de la Escuela Pitagorica. 2
definiciones; 14 proposiciones.
Libro III Circulos, cuerdas,,..
proposiciones.

Libro IV Construcciones con regla y compés. 7
definiciones; 16 proposiciones.

Libro V Teoria de la proporcién. 18 definiciones;
25 proposiciones.

Libro VI Estudio de figuras semejantes. 4 defini-
ciones; 33 proposiciones.

Libro VII Teoria de nimeros. 22 definiciones; 39
proposiciones. (la p. I es el algoritmo de Euclides).
Libro VIII Teoria de nimeros. 27 proposiciones.
Libro IX Teoria de ntimeros. 36 proposiciones (p.
XX “el conjunto de nimeros primos es infinito”).
Libro X Magnitudes. 36 proposiciones (se es-
tablece el método de exhaucidn).

Libro XI Geometria de sélidos y esfera.
proposiciones.

11 definiciones; 37

39

Opus elementorum eu
Venecia 1482.
Pagina inicial de la primera
ediciéon de Los Elementos de-
bida al impresor Erhard Rat-
dolt.

clidis ...
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Libro XII Geometria de sélidos y esfera. 18 proposiciones.

Libro XIII Geometria del espacio y sélidos platonicos. 18 proposiciones.

1.1. Estructura de “Los Elementos”

Para realizar este tratado, al comienzo de cada uno de los libros que componen
los Elementos, Euclides presenta unas definiciones y unas nociones comunes
(o axiomas) relativas a los temas desarrollados, y ademas en el Libro I expone sus
famosos cinco postulados en los que basa la construccién axiomatica.

Las definiciones basicas que se proponen en el primero de los libros son 23,
redactadas de la manera siguiente:

1. Un punto es aquello que no tiene partes.

2. Una linea es la longitud sin anchura.

3. Las fronteras (los extremos) de una linea son puntos.

4

. Larectaes aquella linea que se halla igualmente dispuesta con respecto a todos
sus puntos.

5. La superficie es lo que posee tnicamente longitud y anchura.

6. Las fronteras de una superficie son lineas.

15. Circulo es una figura plana limitada por una sola linea que se llama periferia,
respecto a la cual son iguales las rectas que inciden sobre ella trazadas desde
uno de los puntos situados en el interior de la figura.

16. Ese punto interior se llama centro del circulo.

23. Rectas paralelas son las que, estando en un mismo plano y
prolongadas al infinito, no se encuentran.

Unas verdades o nociones comunes consideradas como universales, y no
referentes a los objetos basicos geométricos, sino tautologias por si mismas.

1. Dos cosas iguales separadamente a una tercera son iguales entre
si.

2. Si a cosas iguales le agregamos iguales, obtenemos iguales.
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Si de iguales quitamos iguales, obtenemos iguales.
Si a desiguales agregamos iguales, obtenemos desiguales.

Si duplicamos iguales obtenemos iguales.

Las mitades de iguales son iguales entre si.

Las cosas que se pueden superponer son iguales.

El todo es mayor que una parte.

© N0 A W

Dos rectas no encierran espacio.

La edicion critica de Heiberg, recoge tinicamente cinco nociones comunes, que
son las resaltadas en la lista anterior.

Unas afirmaciones o postulados relativos a los objetos basicos. Son las ver-
dades iniciales del sistema. Los postulados permiten efectuar ciertas construc-
ciones geométricas: unir puntos mediante lineas rectas, trazar circulos, etc.

Unas proposiciones que se deducen a partir de los postulados, del razona-
miento 16gico y de otras verdades anteriores. Estas proposiciones constituyen los
teoremas del sistema axiomatico.

Los postulados son los siguientes:

1. Postiilese el trazar una recta desde un punto cualquiera hasta
un punto cualquiera.

2. Y el prolongar continuamente una recta finita en linea recta.

3. Y el describir cualquier circulo con cualquier centro y dis-
tancia.

4. Y el ser todos los angulos rectos iguales entre si.

5. Y que si una recta al incidir sobre dos rectas hace los angulos
internos del mismo menores que dos rectos, las dos rectas
prolongadas indefinidamente se encontraran en el lado en el
que estan los (dngulos) menores que dos rectos.

Leyendo con detenimiento los cinco postulados de Euclides, resulta evidente
que el enunciado del V postulado no esté en la linea de los anteriores. En principio
resulta ostensiblemente més largo, en segundo lugar estd redactado a manera de
una proposicion. No resulta extrafio pensar que ya los contemporaneos de Euclides
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hicieran intentos serios y profundos para intentar demostrar dicho postulado uti-
lizando exclusivamente los cuatro anteriores. Desde luego, el dibujo nos ayuda a
entenderlo perfectamente.

r

i

Las rectas r y s se cortaran en un punto P.

1.2. “Fallas” en los Elementos

En honor a la verdad se puede decir que el tratado escrito por Euclides es “casi
perfecto”, pero mirado con la lupa del rigor se pueden encontrar varias “fallas”
que hacen tambalear ese majestuoso tratado, asi:

A)

B)

©

D)

Muchos de los términos que figuran en las definiciones no estan a
29 ¢

su vez definidos, tal es el caso de “frontera”, “ancho”, “longitud”, “incli-
nacion”, etc.

Varias de las 23 definiciones que aparecen en el primer libro (pasa lo
mismo con los otros 12 libros) no son utilizadas en las demostraciones,
por tanto se podrian reducir el conjunto de definiciones sin producirse ninguna
dificultad en el planteamiento general de la obra.

En la mayoria de las demostraciones se utiliza la intuicion geométrica re-
forzada con la figura consiguiente. Por ejemplo, se supone que dos circunfe-
rencias (no tangentes) se cortan en dos puntos; que una recta que pasa por un
punto interior al circulo y otro exterior al mismo corta a la circunferencia en
un punto que esta entre los dos anteriores.

En la demostracion de algunas proposiciones se utilizan implicitamente pos-
tulados y axiomas que previamente no han sido definidos, se puede decir a
este respecto que la lista de los axiomas y postulados es demasiado
pobre (insuficiente).
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E) Una de las “fallas” mas sustanciales, y que aparece en varias demostraciones,
es el concepto de movimiento. No estd definido explicitamente y sin
embargo es constantemente utilizado. De hecho en la primera proposicion o
teorema del primer libro, el concepto de movimiento ya es empleado. Cabe
observar que, segin el significado del axioma VII, la igualdad de magnitudes
y figuras geométricas también se define mediante movimientos.

F) Se echan de menos unas reglas de inferencia l6gica. Si bien el empleo de la
l6gica con sus reglas se consideraba, en tiempos de Euclides, mas bien como
un producto espontaneo de la matematica y no como un requisito para ella.

G) Conviene notar que la distincion, que hace Euclides, entre nociones comunes
y postulados no es clara. Por ejemplo, la cuarta definicién del quinto libro es
equivalente al llamado “Postulado de Arquimedes”.

H) Aun siendo admirable el tipo de argumentacion y razonamiento empleado por
Euclides se pueden encontrar algunos errores en ciertas demostraciones.

I) Algunas definiciones no son precisas. Asi, por ejemplo la definicién
dada para unarecta (Larecta es aquella linea que se halla igualmente dispuesta
con respecto a todos sus puntos) puede servir también para definir a otras
muchas figuras: una espiral, una circunferencia, una hélice, etc. Es cierto que
en esa época no les preocupaba excesivamente el rigor en las definiciones, el
mismo Aristételes decia al respecto: “Los verdaderos objetos matemdticos
son solamente sugeridos o iluminados mediante las figuras que se hacen” .

En resumen podemos decir que el rigor de la légica de Euclides
se basa, en muchos casos, en intuiciones, adquiridas por el habito
de nuestras representaciones espaciales.

Como conclusion se puede afirmar que: Los Elementos de Euclides NO resuelve
satisfactoriamente el problema de fundamentar la geometria (enumeracién de un
namero suficiente de definiciones, axiomas y postulados que sirvan de base para una
demostracién rigurosa de todos y cada uno de los teoremas que aparecen). Algunas
de estas dificultades ya fueron observadas por cientificos de la antigiiedad. El genial
Arquimedes ampli6 la lista de los postulados geométricos, tratando de dar mas
consistencia al edificio geométrico construido por Euclides; en particular completd
los aspectos relacionados con la medicidn de longitudes, areas y volimenes. A fin de
fundamentar mejor la geometria métrica, Arquimedes, introdujo cinco postulados,
el primero de ellos decia lo siguiente:
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“Entre todas las lineas con extremos comunes la recta es la mas
corta.”

El verdaderamente importante es el quinto de sus postulados, dice:

“De dos lineas desiguales , dos superficies desiguales o dos cuerpos
desiguales, la mayor resultara ser menor que la magnitud que se
obtiene si se repite la menor un nimero adecuado de veces”

Esta afirmacion se la conoce como el postulado de Arquimedes, y ha
resultado ser de una gran importancia. En términos méis modernos se la puede
expresar como sigue:

“Para cualesquiera Ay B, tal que A < B, existe un nimero natural
N tal que N.A > B”

Arquimedes (287-212 a.C.) Arquimedes
nacio en el afio 287 a.C. en Siracusa (Sicilia) que
por aquel tiempo era colonia griega. En su juven-
tud viaj6 por Egipto y fue por esa época cuando
inventd el “tornillo sin fin”, ingenio que permitia
sacar agua de los pozos y que todavia es utilizado
hoy en dia.

Parece que estudid en Alejandria con algunos de
los discipulos de Euclides y fue en esta etapa de
su vida cuando profundizd en los trabajos de sus
ilustres predecesores (Eudoxo entre ellos) en Geo-
metria.

Arquimedes fue amigo del rey Her6n II de Sira-
cusa que ejercidé como su protector. En cuanto al
legado matematico de Arquimedes sabemos que |
escribi6 muchos pequefios tratados, de los que Arquimedes de Siracusa
bastantes de ellos han llegado hasta nosotros fun-

damentalmente gracias a traducciones latinas del

siglo XIII en adelante. Sus obras mds represen-

tativas son las siguientes: “La cuadratura de la

parabola”, “El método”, “Sobre la esfera y el
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cilindro” (dos libros), “Sobre espirales”, “La medida del circulo”, “El are-
nario”, “Sobre conoides y esferoides”, etc.

En Arquimedes hay que destacar su claridad expositivay la perfeccion y el ingenio
en sus demostraciones, asi como el uso que hizo del método de exhaucién
(predecesor de nuestros actuales métodos de integracion) para encontrar las areas
y los volimenes de muchas superficies y cuerpos y para aproximar el nimero
pi. Actualmente se considera al genial Arquimedes como el mayor genio de
la matemaética greco-alejandrina, y uno de los mas grandes genios de todos los
tiempos.

Habia mas imaginacion en la cabeza de Arquimedes que en la de
Homero (Voltaire)

Después de Arquimedes también se continuaron los intentos por precisar los
postulados de la geometria de Euclides. Sin embargo, nadie agregd nada sustancial.
El rigor de sus demostraciones se consideraba en general suficiente. A finales del
siglo XIX se abord¢ el problema de fundamentar adecuadamente la geometria, labor
que concluy6 satisfactoriamente el matemaético aleman David Hilbert.

1.3. Una demostracion realizada por Euclides
En el primer libro, la primera proposicion dice lo siguiente:

Proposiciéon 1. Construir un tridangulo equilatero sobre una recta
finita dada.

Sea AB la recta finita dada. Asi pues, hay que construir sobre la recta dada un
tridngulo equilatero. Describase con el centro A y la distancia AB el circulo BI'A
[Post. 3],y con el centro B y la distancia BA describase a su vez el circulo AT'E
[Post. 3],y a partir del punto donde los circulos se cortan entre si, tracense las
rectas I'A, I'B hasta los puntos A, B [Post. 1]. Y puesto que el punto A es el
centro del circulo I'B, AT es igual a AB [Def. 15]; puesto que B es a su vez el
centro del circulo TAE, BT es igual a BA [Def. 15]; pero se ha demostrado que
['A es igual a AB; por tanto, cada una de las (rectas) ['A, ' B es igual a AB. Ahora
las cosas iguales a una misma cosa son iguales entre si [N.C. 1]; por tanto, I'A,
AB,T'B son iguales entre si.

Por consiguiente, el triangulo AI'B es equilatero y ha sido cons-
truido sobre una recta finita dada AB. Que es lo que habia que
hacer.
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Si analizamos con detalle esta demostracién podemos decir:
1) Esmuy elegante, se la suele presentar como el paradigma de la demostracion
euclidea.

2) Esde una claridad meridiana, y discurre por los pasos candnicos que Proclo
identifica como: proposicion, exposicion, especificacidn, preparacion, y
demostracion.

3) Sin embargo, Euclides, comete un grave error cuando da por supuesto que
dos circulos se cortan en un punto ( ...y a partir del punto I" donde los
circulos se cortan entre si). Es claramente verdad, pero en el tratado no
aparece este asunto y por tanto habria que definirlo.

Es de sefialar que las proposiciones 47 y 48 del primer libro versan sobre el
Teorema de Pitagoras.

2. El Problema de las Paralelas

El primer libro de Euclides va demostrando una tras otra diversas proposiciones.
En particular la proposicion 16 del primer libro Los Elementos dice lo siguiente:

En todo triangulo, si se prolonga uno de sus lados, el dngulo externo es mayor
que cada uno de los dngulos internos y opuestos.

Hace referencia a lo siguiente:
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Figura 1

En el tridngulo ABC, el angulo exterior DC'A es mayor que los dngulos internos
y opuestos ABC'y BAC'. Basandose en ésta proposicion, Euclides asienta su teoria
de las paralelas. Realiza los siguientes razonamientos: dadas dos rectas en un mismo
plano, las cortamos por una tercera, asi obtenemos ocho angulos.

A B
C D
E F
G H
Figura 2

En los dngulos creados puede suceder, tomados dos a dos, que:
1) Los angulos alternos-internos son iguales, es decir,
C=F o D=F.

En ese caso las rectos son paralelas, pues si se cortasen se formaria un tridngulo
en el cual uno de los dngulos exteriores seria exactamente igual a uno de los angulos
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interiores no adyacente, lo que estaria en contra de la Proposicioén 16 (I libro), tal
como aclara el dibujo.

A

Figura 3

El tridngulo ABC tiene un angulo externo en A igual a el 4ngulo interno en el
vértice C' (lo cual no es posible).

De la misma manera se podria razonar (Figura 2) basandose en las igualdades

2) B=Go A= H;3)B=F,A= F (angulos correspondientes iguales); 4)
E + C' = 2 Rectos (sumados los angulos externos conjugados igual a dos rectos),
D + F = 2 Rectos;...

Recogiendo todos los resultados podemos concluir que:

Si dos rectas en un mismo plano se cortan, por una tercera for-
mando angulos iguales, entonces estas dos rectas son paralelas.

Euclides no enuncia este resultado sino que lo divide en dos proposiciones, las
proposiciones 27 y 28 del primer libro.

Proposicion 27 Si una recta al incidir sobre dos rectas hace los dangulos
alternos iguales entre si, las dos rectas serdn paralelas entre si.

Proposicién 28 Siuna recta al incidir sobre dos rectas hace el dngulo externo
igual al interno y al opuesto del mismo lado, o los dos internos del mismo lado
iguales a dos rectos, las rectas seran paralelas entre si.

Inmediatamente nos surge una cuestion:

.Sera cierta la proposicion inversa? ;Sera verdad que para que dos
rectas sean paralelas ha de suceder una de las igualdades respecto a
los angulos que Euclides menciona en las proposiciones 27 o 287
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Es evidente que Euclides lo intentd, la ordenacion del material nos da testimonio
inequivoco de este asunto. Sin embargo, no logré demostrar ese resultado, por lo
que resolvio el problema de una manera muy original:

Euclides, tom6 simplemente la proposicién inversa como postulado y le afiadio
a los cuatro postulados que ya tenia y con los cuales ya estaba trabajando.

Para entender la redaccién del quinto postulado en su totalidad hay que seguir
los siguientes pensamientos:

1) “Si la suma de los angulos conjugados internos es igual a dos
rectos entonces la rectas (de la Figura 2) son paralelas; cuando no
ocurre esto, esto es cuando la suma de dichos angulos conjugados
internos no equivalen a dos rectos, las rectas no son paralelas e
inevitablemente habran de encontrarse en un punto”.

2) De la Proposicién 16 (referente al angulo exterior) también se
puede deducir que la suma de los angulos de un triangulo jamas
puede exceder de dos rectos (que es precisamente la Proposicién 17

del libro I). Como se puede ver en el siguiente razonamiento (Figura
4).

Figura 4

La suma de los dngulos internos (A y B) y sus adyacentes correspondientes (A’
y B’) hade ser igual a cuatro rectos, A+ A’ + B+ B’ = 4 Rectos. De la proposicién
16 se deduce que A < B’y B < A’. Por tanto haciendo unas simples cuentas
A+ B < 2 Rectos. Hemos razonado con los angulos internos A y B, con cualquier
otra pareja de angulos el procedimiento seria el mismo.

Aunando estos dos pensamientos, Euclides enuncid, como ya sabemos, su
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famoso quinto postulado de la siguiente manera:

Postulado 5 “Y que si una recta al incidir sobre dos rectas hace los dngulos
internos del mismo menores que dos rectos, las dos rectas prolongadas indefinida-
mente se encontraran en el lado en el que estan los (angulos) menores que dos
rectos”

Basandose en este postulado y las proposiciones anteriormente demostradas,
Euclides va construyendo todo un hébeas de las paralelas, el punto culminante se
encuentra en la proposicion 31 del primer libro que hace referencia a la construccion
de una recta paralela a otra recta dada y que pase por un punto exterior a ésta. Dice
lo siguiente:

Proposiciéon 31: “Por un punto dado se puede trazar una recta paralela a
una recta dada.”

P r' ( paralela a r, pasando por el punto P)

Figura 5

La manera de razonar y el procedimiento seguido en esta proposicion nos lleva
a concluir no sélo que existe esa paralela sino que ademas es tnica.

Cuando el comentarista Proclo hace referencia a dicha proposicion hace notar
la existencia y la unicidad de la paralela.

Desde el punto de vista historico este aspecto ha sido muy importante, ya que el
negar bien la existencia o bien la unicidad de las paralelas nos abre las puertas a un
mundo fascinante: La Geometria no euclideana.

Es evidente que el V postulado resultaba una dificultad, no resulta extraiio pensar
que ya los contemporaneos de Euclides hicieran intentos serios y profundos para
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intentar demostrar dicho postulado utilizando exclusivamente los cuatro anteriores.
De hecho, algiin que otro matematico de la antigiiedad muri6 convencido que habia
resuelto la situacidn, sin embargo usaron proposiciones mas 0 menos encubiertas y
ademds equivalentes al V postulado, con lo cual incurrian en una “repeticién de
principio”. Naturalmente la intuicién les jugaba una mala pasada.

Veamos con un ejemplo una situacién muy habitual en este tipo de demostra-
ciones. El comentarista Proclo (siglo V) se dio cuenta que el V postulado quedaria
demostrado si previamente demostraba la siguiente proposicion:

Proclo: “Dadas dos rectas paralelas | y m cualesquiera y r otra recta distinta
al y que la corta, entonces r también cortaam”

e

P

Figura 6

Si Proclo conseguia demostrar tal aseveracion, utilizando tnicamente los postu-
lados I-1V de Euclides, quedaria demostrado el V postulado.

De manera muy resumida, sin entrar en detalles, el razonamiento de Proclo es
el siguiente: si [y r se cortan en A (segun la hipétesis de Proclo), al prolongar
dichas rectas indefinidamente pueden llegar a tener entre si una distancia mayor
que cualquier magnitud, de manera que serd mayor que el intervalo entre las dos
paralelas. Por tanto si las rectas [ y r estan entre si a una distancia mayor que la
distancia entre las rectas paralelas , ha de suceder necesariamente que la recta r corte
a la recta m.

Esta demostracion es muy visual, y no cabe duda que puede resultar hasta con-
vincente, sin embargo si la analizamos con detalle podemos encontrar un conjunto
de aspectos oscuros, son los siguientes :

a) Habla de una distancia entre rectas paralelas.

b) Comenta que la distancia entre dos rectas no paralelas, al prolongarse in-
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definidamente, llegan a tener entre si una distancia mayor que cualquier magnitud.

Sin embargo, las dos aseveraciones propuestas por Proclo no son tratadas de
manera explicita en los cuatro primeros postulados de Euclides, en consecuencia
deberia demostrarlas. Proclo atribuye la afirmacion (b) a Aristdteles mientras que
la afirmacién (a) es equivalente al V postulado de Euclides (aspecto que Proclo
desconocia). En definitiva, Proclo ha incurrido en argumentaciones falaces ya que
ha empleado para demostrar el V postulado un resultado que es equivalente al que
se queria demostrar.

Muchos otros gedmetras que vinieron después intentaron eliminar el quinto
postulado de la lista de axiomas y demostrarlo a partir de los demas. Entre los
personajes mas significados se encuentran: Nasir ed Din et Tusi (siglo XIII),
Wallis (1616-1703), Saccheri (1667-1733), Lambert (1728-1777), Legendre
(1752-1883) y muchos otros. En muchos casos la demostracidn que se conseguia
se basaba en alguna propiedad que se consideraba evidente pero que en realidad
era equivalente al quinto postulado. Algunos de los enunciados que se han dado
equivalentes al quinto postulado son éstos:

Autor Postulado

Legendre Existe un tridngulo en el cual la suma de sus tres dngulos
vale dos rectos.

Legendre Una recta perpendicular a un lado de un angulo agudo

también corta al otro lado.
Laplace, Saccheri | Existen dos tridngulos no congruentes, con los dngulos de
uno respectivamente iguales a los angulos de otro.

Gauss Existen tridngulos de area arbitrariamente grande.

Bolyai Por tres puntos no alineados pasa siempre una
circunferencia.

Wallis Existen tridngulos semejantes (pero no iguales), es de-
cir tridngulos cuyos angulos son iguales pero de lados
desiguales.

Proclo Dos rectas paralelas entre si estan a distancia finita.

Pero sin duda el mas famoso de todos es:

Por un punto exterior a una recta dada slo pasa una paralela a dicha recta (axioma
de Playfair).
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Playfair, John (1748-1819) Naci6 en Ben-
vie, Escocia. Era el hijo mayor del Reverendo
James Playfair. Su padre lo educé hasta los 14
afios, posteriormente le envid a la Universidad de
St Andrews donde se gradu6. Su progreso en las
ciencias matematicas fue muy rapido. En 1785
se le nombré Profesor Asociado de Matematicas
en la Universidad de Edimburgo. Estandariz6 la
notacidn de los puntos y lados de las figuras en los
primeros seis libros de su edicién. Muri6 en 1819
en Burntisland, Escocia.

2.1. Los precursores de la geometria no euclideana

En las investigaciones realizadas respecto al V postulado, también se siguié
un camino que consistia en establecer una propiedad equivalente al quinto postulado
y tratar de demostrar dicha propiedad partiendo tnicamente de los cuatro primeros
postulados.

Porejemplo, el matematico francés A. M. Legendre demostr6 que la propiedad:
“La suma de los dangulos de un tridngulo siempre vale dos rectos” .
era equivalente al V postulado.

Basandose en este resultado el matematico alemén B. F. Thibaut (utilizando los
cuatro primeros postulados de Euclides y las proposiciones derivados exclusiva-
mente de estos cuatro postulados), traté de demostrar la propiedad de Legendre, con
lo cual él concluia que el V postulado se podia deducir de los otros cuatro. Su
razonamiento se basaba en la siguiente figura:
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La figura se construye siguiendo los siguientes pasos:

1) se dibuja el triangulo ABC'.

2) Con centro el punto A se gira el triangulo ABC' un angulo igual a C AC".
3) Con centro el punto B, al nuevo tridngulo se le gira un dngulo ABA".

4) Con centro el punto C', al nuevo tridngulo se le gira un angulo BC A"

Como resultado de los giros realizados el tridngulo ABC' ha girado exactamente
una vuelta completa (4 rectos). Lo que quiere decir que la suma de los tres dngulos
CAC', ABA" y BCA" esigual a 4 rectos.

CAC' + ABA" + BC A" = 4 rectos.
Aplicando la proposicion 13 de Euclides. Podemos poner que:
2 rectos — C'AB + 2 rectos — C'BA + 2 rectos — BC'A = 4 rectos,

y por tanto
ABC + BAC + ACB = 2 rectos.

Esta igualdad nos indica que la suma de los tres dngulos interiores es igual a 2
rectos. Parece que todo esté bien, ;donde esta el error?

El asunto es ciertamente algo sutil. El punto débil de los anteriores razonamientos
se encuentra en el hecho de que el tridngulo no sélo ha girado una vuelta completa
sino que también se ha trasladado una distancia igual a la suma de los tres lados del
triangulo. Se harealizado, por tanto, un movimiento del tridngulo que se compone de
un giro y una traslacién (pero hay un resultado relativo a los movimientos en el plano
que dice: “todo movimiento del plano se puede descomponer en un
giro y en una traslaciéon que no depende del giro”). Como resulta que la
ultima aseveracion es también equivalente al V postulado, no podemos utilizarla para
demostrar dicho postulado, y estamos nuevamente cayendo en la famosa “peticién
de principio”.

La historia de las paralelas y su desarrollo histdrico es largo de contar. En su
solucion estuvieron implicados muchos personajes.
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Intentos por demostrar el V postulado (precursores):

Mat. Arabes: Tabit ibn Qurra (836-901), Omar Jayyam (1045-1130),
Nasir al Din al Tusi (1201-1274)

Mat. Occidentales: John Wallis (1616-1703), Giordano Vitali (1633-
1711), John Playfair (1748-1819), Gerolamo Saccheri (1667-1733),
Johann Lambert (1728-1777), A. Marie Legendre (1752-1833)

El intento de demostracidon de Saccheri, uno de los més interesantes, fue el que
marcé un punto de inflexién en la manera de abordar el problema de las paralelas.
El camino seguido hasta entonces era el de tratar de demostrar de manera directa
el quinto postulado mediante los otros cuatro. Con Saccheri el asunto toma otro
rumbo. Su forma de razonar fue la siguiente: se propuso demostrar que el quinto
postulado era verdadero. Para demostrar esto, negé el quinto postulado y traté
de encontrar alguna contradiccion al admitir esta suposicion. Basicamente seguia
un tipo de razonamiento 16gico (no en vano €l daba clase del 16gica) que consistia
en en suponer que si admitia el NO quinto postulado, y de aqui deducia una
proposicion Py también proposicion NO P, entonces no era posible mantener
la suposicion del No quinto postulado, por lo que el quinto postulado deberia de
ser cierto. Esta manera de razonar era nueva en la historia de las paralelas. Sus
argumentaciones se basan en su famoso cuadrilatero birrectangulo.

Saccheri, Giovanni Girolamo (1667-1733) Naci6 y murié en San Remo,
Génova (ahora Italia). Se uni6 a la Orden de los Jesuitas en 1685. Cinco aios
después marcho6 a Milan, donde estudio filosofia y teologia en el Colegio Jesuita.
Alli, Tommaso Ceva (hermano de Giovanni Ceva, que descubri6 el famoso Teo-
rema de Ceva) le anim6 a estudiar matematicas. Inicialmente estudi6 légica y
muy particularmente la utilizada por Euclides en su famoso tratado. En 1694 fue
ordenado sacerdote y se dedico a ensefiar en colegios jesuitas. Fue catedratico de
matematicas en Pavia desde 1699 hasta su muerte. Escribi6 dos libros: “Euclides
ab omni naevo vindicatus” (Euclides liberado de toda imperfeccion), en 1733,
y “Légica demonstrativa” en el afio 1701.

El cuadrilatero birrectangulo se construye siguiendo el patron:
1) Trazar el segmento AB.
2) Levantar perpendiculares al segmento AB, en los puntos Ay B.

3) Dibujar los segmentos AD y BC' de la misma longitud.
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A B

En estas condiciones Saccheri demuestra que “Los angulos interiores que
se forman en los vértices D y C son iguales” y supone tres hipotesis:

I) angulo C = angulo D = 90°
II) angulo C' = 4ngulo D > 90°
III) angulo C' = angulo D < 90°

Saccheri da nombre a las tres hipdtesis, asi la primera la llama la hipétesis
del angulo recto, la segunda la del Angulo obtuso, y la tercera la del Angulo
agudo. Su objetivo es demostrar que que la tinica hipétesis razonable
y légica es la correspondiente al angulo recto.

La hipétesis del &ngulo obtuso es rapidamente descartada. Saccheri empieza una
larga batalla por descartar la hipétesis del dngulo agudo, que como él mismo dice
“es la uinica que se opone a la verdad del axioma”. Después de encontrar nuevas
proposiciones, a partir de esta hipotesis, encuentra un resultado que le hace decir:

“Al fin he descubierto en la hipotesis del angulo agudo una falsedad manifiesta,
ya que conduce necesariamente a reconocer la existencia de dos rectas que, en el
mismo punto y en el mismo plano, tienen una perpendicular comiin” .

En realidad no encuentra ningtn resultado contradictorio desde el punto de vista
l6gico, sino que vuelve la vista a su concepcion del mundo y concluye:

“La hipétesis del angulo agudo es absolutamente falsa, porque
repugna a la naturaleza de la linea recta”.
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La obra de Saccheri es fundamental, ya que representa la maxima tentativa -en
esa época- por solucionar el problema de las paralelas. Ademads, construye una
nueva teoria sin contradicciones logicas partiendo de la hipotesis del angulo agudo.

Su obra fue difundida por dos historiadores de la matematica J. C. Heibroner
(1742) y Montucla (1758), y posteriormente se analiz6 en detalle por G. S. Klugel
(1763) y cay6 en el olvido hasta que el matemético italiano E. Beltrami (1889) volvi6
a desempolvarla.

Lambert Johann Heinrich (1728-1777)
Matemaético alemén nacido en Mulhouse y fallecido
en Berlin. Era un pensador polifacético, uno de los
primeros en pensar que nuestra galaxia era una mas
dentro de la amplitud del universo. Fue miembro
de la Academia de Berlin. En mateméticas Lam-
bert prob6 que el nimero pi era una cantidad irra-
cional (1766) e introdujo las funciones hiperbdlicas
en trigonometria. En 1760 publicé unas investiga-
ciones que tenia hechas sobre la reflexion de la luz
y fue el primero en idear métodos para medir la in-
tensidad de la luz con cierta exactitud y la unidad
de brillo se llama lambert en su honor. Amigo del
filosofo aleman I. Kant, con él buscé el volver a
introducir el a priori en la ciencia. Sus trabajos
en el campo de las paralelas fueron reunidas en un
trabajo que publicaria Johan Bernoulli IIT (1786),
sus investigaciones en este campo siguieron inicial-
mente los razonamientos de G. Sacchieri.

La obra de Lambert discurre por un camino paralelo a la de Saccheri, sus ra-
zonamientos se basan en su famoso cuadrildtero trirrectangulo. Para construir el
trirrectangulo, Lambert procede de la siguiente manera.

1) Trazar el segmento AB.
2) Dibujar el segmento AD perpendicular al segmento AB en el vértice A.
3) En el vértice B levantar una perpendicular al segmento AB.

4) En el vértice D trazar una perpendicular al segmento AD,y prolongarla hasta
encontrar el vértice C'.
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De acuerdo a la construccion realizada se forma un cuadrilatero que tiene tres
angulos interiores rectos (los correspondientes a los dngulos interiores A, B'y D),
mientras que el cuarto vértice puede ser una de las tres posibilidades: I) angulo
C =90 II) angulo C' > 90°; III) dngulo C' < 90°.

La primera de ellas es la correspondiente a la hipétesis del angulo recto, la
segunda la hipotesis del angulo obtuso, y la tercera la hipotesis del angulo agudo.
El método ideado por Lambert, como vemos, se acerca al trabajo de Saccheri.

Para rechazar la hipotesis del dngulo obtuso, Lambert recurre a la siguiente
figura: traza dos rectas perpendiculares a una tercera recta AB, luego desde los

puntos sefialados B, By, Bs, ..., B, baja perpendiculares, hasta encontrar a la otra
recta en los puntos homologos A, Ay, As, ..., An.
B By By B,
A Ay Az A

En la hipétesis del dngulo obtuso, Lambert demuestra que los segmentos AB,
A1 By,..., A, B, van decreciendo progresivamente, de modo que se puede demostrar
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que:

Sin embargo, para un nimero natural n suficentemnte grande, podemos hacer el
segundo miembro de la desigualdad anterior tan grande como queramos (postulado
de Arquimedes), mientras que el primer miembro no puede ser mayor que el
segmento AB. Esta contradiccidon permite a Lambert declarar falsa la hipétesis del
angulo obtuso.

La hipétesis del angulo agudo la trata en bastante profundidad: observa que
todo segmento se le puede poner en correspondencia con un angulo, lo que daria
categoria de absoluto a la longitud de segmentos.

Esta medida absoluta de la longitud -dice Lambert- repugna a
nuestra intuicion euclideana. Sin embargo actud con cautela y no fue capaz
de rechazar la hipdtesis del dngulo agudo desde el punto de vista l6gico. Sus
investigaciones fueron publicadas por Johann Bernoulli III, en 1786 bajo el titulo de
la Teoria de las paralelas.

Tres personajes claves en la historia de las paralelas fueron: Legendre, Schweikart
y Taurinus. La longitud de este texto no me permite explicar las aportaciones de
cada uno de ellos, inicamente decir que el terreno ya estaba suficientemente abonado
para que los matematicos Gauss, Bolyai y Lobachevski fuesen capaces de resolver
el problema.
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