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1. Introduccion

1.1. El universo en una
hoja de papel

La papirofiexia es el arte de
hacer figuras reconocibles uti-
lizando papel plegado. Segun
la corriente mas ortodoxa
de la papiroflexia, tan sélo
estd permitido plegar el pa-
pel, sin usar tijeras ni pega-
mento. Ademas, se debera
utilizar como punto de par-
tida un dnico trozo de papel
cuadrado. A pesar de que es-
tas normas puedan parecernos
muy restrictivas, las posibili-
dades que nos ofrece la pa-
piroflexia son casi infinitas.

Demonio de Tazmania, J.I. Royo
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De entre las figuras de papiroflexia mas conocidas cabe citar a la pajarita, el gorro
de papel, el barquito y diversas clases de aviones. Pero la papirofiexia va mas alla de
los juegos escolares y de la iconografia popular, que ha asociado humoristicamente
el plegado de pajaritas de papel con la indolencia del funcionariado. En las tltimas
décadas se han desarrollado técnicas a cual mis compleja para obtener modelos de
muchas puntas. Coches, barcos, aviones, muebles, leones, perros, insectos con

todas sus patas y antenas, mamiferos
con todo tipo de cuernos, orejas
y colas, dragones, dinosaurios, es-
queletos, pulpos, peces, crustaceos,
arafias, seres humanos, mascaras...
Seres animados e inanimados, reales
y fantasticos, sencillos y con todo
lujo de detalles forman parte del in-
menso repertorio de la papiroflexia
moderna. Leones de David Brill

1. 2. Un arte milenaria

La palabra japonesa para la papiroflexia es origami. Su
escritura estd compuesta por dos caracteres. En el primero,
el radical de la izquierda deriva del dibujo de una mano, y
significa doblar (ori). El segundo deriva del dibujo de la
seda, y significa papel (kami).

La historia de la papirofiexia (ver [6]) comienza junto con
la del papel, en China, alla por el siglo I 6 II, y llega a
Japon en el siglo VI. En un principio, era un divertimento de
las clases altas, pues eran las Unicas que podian conseguir
" papel, que constituia un articulo de lujo. Ciertos adornos de
papiroflexia con significados distintos que revelaban,

por ejemplo, la clase social de cada persona, de modo que, segtn el distintivo de
papiroflexia que llevase un individuo, se podia distinguir si era un granjero, un
guerrero samurai o un seguidor de tal o tal maestro filésofo.

La figura mas popular en Japon es, sin duda, la grulla (zuru), tal y como lo es
aqui la pajarita. En Japén la grulla es simbolo de la buena suerte; regalar una grulla
de origami a una persona enferma a la que se visita es sindnimo de desearle salud y
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una pronta recuperacion. En japdn existe la creencia de que quien pliegue mil

grullas de papel vera cumplido cualquier de-

seo propio. Esta antigua tradicién japonesa %‘:’
fue conocida a nivel mundial debido a una -' ; A-\g
triste anécdota: una nifia japonesa enfermd

de leucemia, victima del ataque con bombas

atomicas del ejército de los EEUU sobre Hi- :
roshima. La nifia comenz6 a plegar grullas de

papel con la esperanza de salvar su vida, pero la '&
muerte le sobrevino a falta de unas decenas. @

Sus compaiieros de clase ple-
garon el resto, y la ente-
rraron con las mil grullas
que no pudieron salvarle la
vida. Desde entonces, la
grulla ha sido considerada

también como un simbolo de
Grullas de papel del libro Sembazuru Orikata (cdmo g paz mundial y el desarme.

plegar mil grullas), 1797

Los musulmanes también practicaron la papiroflexia, y si no hubiera sido por
los Reyes Catolicos y el Cardenal Cisneros, a buen seguro la tradicién de doblar
papel en la peninsula ibérica hubiera tenido muchisima mas repercusion en nuestros
dias. La pajarita (o p4jara pinta, llamada asi porque cuando es plegada con un papel
de colores distintos por ambas caras aparece con la cabeza de un color distinto que
el cuerpo) forma parte de la cultura popular espaiola desde, por lo menos, el siglo
XVII. Podemos considerar como pioneros de la papiroflexia en el mundo occidental
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al universal bilbaino Miguel
de Unamuno y Jugo en
Espafia, a Lewis Carrol en
Inglaterra y al famoso es-
capista y mago Houdini.
El genial escultor anarquista
oscense Ramoén Acin ha sido
uno de los que ha rendido
homenaje a la pajarita con su
famosa “Pajarita sobre cubo”,
escultura de piedra que pode-
mos apreciar en un parque de
Huesca.

Figuras creadas por Miguel de Unamuno

1.3. El Origami moderno

El patriarca de la papiroflexia moderna es el japonés Akira Yoshizawa, una
leyenda viva de los maestros orientales de Origami. Es a Yoshizawa a quien debemos

la simbologia actual de las instrucciones de
plegado de los modelos (Sistema Yoshizawa-
Randlett, 1956), lo cual ha permitido la difusién
internacional de las distintas creaciones, al no
importar el idioma en el que estén escritos los
desarrollos.

Para Yoshizawa, el Origami conlleva una
filosofia de la vida, y lo asocia conceptual y
vivencialmente al Zen. Yoshizawa reza, medita,
estudia y siente en un sentido ciertamente reli-
gioso cada animal, rostro o figura que va a ple-
gar. Se dice que pasé varios afios observando
a un cisne que vivia en el estanque de su casa
hasta que decidi6 plegarlo. Segtn la escuela de
Autorretrato de Akira Yoshizawa  YOshizawa, el plegado es un didlogo entre el
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artista y el papel, el cual hay que realizarlo en el aire, s6lo con las manos, ya que de
apoyarlo en la mesa, estariamos transmitiendo a la futura figura el yin de la mesa en
lugar del propio. En Japon, Yoshizawa es considerado como una divinidad, y sus
figuras rezuman vida, transmitiendo una sensibilidad asombrosa.

La papiroflexia ha experimentado una auténtica explosion de creatividad en las
tres ultimas décadas, debido a la mejor comunicacion de los modelos, y también al
desarrollo de técnicas para realizar figuras cada vez mas complejas. Segtn P. Engel
(ver [9]), en los 80 podemos sefialar dos corrientes en la papiroflexia moderna:

e Por un lado, tenemos la escuela japonesa, donde la papiroflexia ha sido culti-
vada por artistas no cientificos. La filosofia consiste aqui en expresar, sugerir,
captar la esencia de lo que se quiere representar con un minimo de pliegues,
aunque la figura resultante no sea anatomicamente perfecta;

e Por otro lado, la escuela occidental, donde la papiroflexia ha sido desarrollada
por matematicos, ingenieros, fisicos, arquitectos. ..Se persigue la exactitud
anatémica, es decir, representar los insectos con todas las patas, pestaias, cuer-
nos, alas. . .Para ello se han desarrollado multitud de métodos matematicos.

Hoy en dia no se puede hacer tal distincion, ya que japoneses cientificos como
Toshikuyi Meguro, Jun Maekawa, Issey Yoshino, Seiji Nishikawa, Fumiaki Kawa-
hata, Tomoko Fuse, Toshikazu Kawasaki y otros muchos, integrantes del grupo
Origami Tanteidan (Detectives de la Papiroflexia) han disefiado modelos de increible
complejidad. En estos momentos, mas bien se puede distinguir entre los que usan
técnicas geométricas de disefio (sumando a los anteriores a los americanos John
Montroll y Robert Lang, y el madrilefio J. Anibal Voyer, entre otros), y los que bus-
can la expresividad en otros elementos, tales como la textura del papel, la suavidad
de los dobleces y la observacion del modelo a representar. Estos Gltimos utilizan
la técnica del papel humedecido, de la cual son especialistas Akira Yoshizawa, el
americano Michael Lafosse, el francés Eric Joisel, el italiano David Derudas y el
britanico David Brill.

Otra rama de la papiroflexia moderna es la papiroflexia modular, en la cual se
pliegan varias piezas sencillas independientemente para acabar encajandolas (sin
pegamento, por supuesto) con el fin de formar un motivo casi siempre geométrico.
Los pioneros de esta modalidad de origami son Robert Neale y Lewis Simon, (EEUU,
década de los 60), si bien quien més ha impulsado esta modalidad es la genial
japonesa Tomoko Fuse.
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2. Los dobleces de papel contienen matematicas

La mejor manera de darse cuenta de la relacion entre las matemaéticas y la pa-
piroflexia es desplegar un modelo y observar el cuadrado inicial: aparece ante
nuestros 0jos un complejo de cicatrices que no es sino un grafo que cumple unas

ciertas propiedades. Intuitivamente, hay unas “matemaéticas del origami” funcio-
nando cuando plegamos un modelo. En este trabajo sefialaremos tres aspectos
fundamentales en los cuales la matematica aflora en la papiroflexia:

1) Papiroflexia modular: representacion de poliedros y figuras geométricas;

2) Axiomas de constructibilidad: teoria de puntos constructibles con Origami,
paralela a la existente con regla y compas;

3) Disefio de figuras: métodos matematicos para la creacion papirofléctica.

Esta exposicion quiere ser una misceldnea de un tema atractivo, pero poco cono-
cido, asi como una prueba mas de que las mateméticas son cultura.

3. Papiroflexia modular y los poliedros

3.1. Poliedros

Un poliedro se puede definir como un conjunto conexo de R?® formado por un
numero finito de poligonos planos que se juntan de una manera razonable. Aqui
“razonable” quiere decir que cada lado de un poligono pertenece exactamente a otro
poligono del poliedro, y de manera que los poligonos que concurran en cada vértice
formen un circuito simple (para evitar anomalias tales como el caso de dos piramides
unidas por el vértice). Los poligonos son llamados caras, y sus lados, aristas. Un
poliedro es, por lo tanto, una superficie cerrada (no diferenciable, pues tiene aristas
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y vértices), y divide al espacio en dos partes: una no acotada y otra acotada a la que
llamaremos interior. El caso mas importante es el de los poliedros convexos, en el

cual el interior es un conjunto convexo,
(es decir, tal que el plano que contiene
a una cara no penetra en el poliedro), de
modo que podemos definirlo en coorde-
nadas cartesianas mediante un sistema de

desigualdades:

a;x+biy+ciz < d;

siendo C' el nimero de caras. Ejemplos
de poliedros son una caja de zapatos, una
piramide. un cubo. un tetraedro,...

»
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Sdolidos Platénicos

Los poliedros mas famosos son, sin duda, los llamados
sOlidos platonicos. Se dice que un poliedro convexo es
regular si sus caras son poligonos regulares idénticos y
si en cada vértice concurre el mismo niimero de aristas.
Sorprendentemente, tan solo existen cinco: el tetraedro,
el cubo, el octaedro, el icosaedro y el dodecaedro. Este re-
sultado se atribuye a Teeteto (425-379 a.C.), de laescuela
de Platén. Existen pruebas elementales de este resultado,
pero la forma elegante de hacerlo es utilizar la famosa
formula de Euler, de la que mas adelante hablaremos.
Platon en su libro “Timeo” (ap. 55-56) atribuye a cada
uno de estos solidos uno de los cuatro elementos en el
pasaje en el que describe la creacion del universo. Asi,
el tetraedro es el fuego, el octaedro, el aire, el cubo es la
tierra y el icosaedro, las moléculas de agua. Finalmente,
relata como el Creador utiliz6 el dodecaedro para formar
el universo. Esta es la razén por la cual se les conoce
como sdélidos platonicos.

Los poliedros son entes matematicos que brotan de la
forma més insospechada en distintos &mbitos de nuestra
vida: desde las piramides de Egipto hasta los cubos en los
que cristaliza la pirita, pasando por los balones de fatbol.
Han fascinado a los matemaéticos y las matemaéticas, que
se han dedicado a su estudio desde la antigua Grecia, y
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constituyen hoy en dia motivo de investigacidn activa. Entre los muchos que se han
ocupado de su estudio cabria citar a Arquimedes, Kepler, Descartes, Euler, Cauchy,
Steinitz, Alexandrov, Weil, Coxeter, Schléffi y Banchoff, dejandonos a muchos por
el camino. Una referencia obligada sobre poliedros es [2].

3.2. Papiroflexia modular

Como hemos comentado antes, la papiroflexia modular consiste en hacer figuras
utilizando varios papeles que daridn lugar a piezas individuales que llamaremos
modulos. Cada uno de estos modulos posee solapas y bolsillos, que se usan para
ensamblarlos entre si. Es usual representar de esta manera figuras geométricas, y
que el plegado de cada mddulo sea sencillo. Los poliedros son la principal fuente
de inspiracién de esta modalidad, aunque no la tnica.

Aparte del valor artistico y estético de la papiroflexia modular, su interés para
con las matematicas es doble:

e Nos permite la representacion fisica de entes abstractos. En este sentido,
tiene el mismo interés que puede tener un programa de ordenador que dibuje
poliedros, si bien es mucho mas revelador tener en la mano un icosaedro,
palparloy girarlo, que verlo en una pantalla donde simulamos su giro. Paraeste
fin, hay también recortables y figuras de plastico, aunque a decir verdad, las
posibilidad préctica de representar poliedros con origami son mucho mayores
que con recortables.

e Tanto en el disefio como en el plegado y ensamblaje de los mddulos, se experi-
mentan de una forma muy sencilla las propiedades de los poliedros tales como
grado de un vértice, regularidad y simetria, ya que en su disefio intervienen
de forma decisiva los conceptos de arista, indice, cara, vértice, y otros mas
sofisticados como dualidad, colorabilidad, caracteristica de Euler-Poincaré e
incluso curvatura (en el sentido que veremos mas adelante).

En este apartado, vamos a ver diversos tipos de modulos y de poliedros, y
analizaremos la enjundia matematica que acompafia a su disefio y su hechura. A me-
dida que vamos viendo modelos, veremos como nos surgiran cuestiones matematicas
que nos haran acercamos a diversos resultados matematicos sobre poliedros.

3.3. Familias de modulos

Se puede hacer una clasificacion de los modulares, fijindonos en la estructura
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del poliedro que forman, o mejor dicho, dependiendo de en qué se fije uno para
describir un poliedro: los vértices, las aristas o las caras. ;Qué es, al fin y al cabo,
un tetraedro? Podemos definirlo como cuatro vértices equidistantes, o como seis
segmentos dispuestos de una determinada manera, 0 como cuatro caras triangulares.
En una vuelta de tuerca sorprendente, un cubo puede definirse como un tetraedro
estrellado. Todo esto es facil de experimentar con la papiroflexia. Segin esto,

distinguimos tres tipos de mddulos:

1) Mddulos basados en las aristas. Suelen ser los de ensamblaje mas solido.
Cada moédulo corresponde a una arista, lo cual hay que tener en cuenta a la
hora de disefarlos. Por lo general, suelen presentar caras perforadas, que nos

permiten ver el interior.

2) Modulos basados en las caras. Parece lo més natural, pero no siempre es lo
mas facil de disefar en papiroflexia. Los empalmes suelen ser mas débiles, lo
cual se debe a que las caras se juntan entre si de dos en dos, mientras que las
aristas se juntan de mas en mas en cada vértice.

3) Mobdulos basados en los vértices. Los mis importantes son de tipo girosco-
pio (ver [12]). Muy versatiles y resultones. Dentro de este tipo, se pueden
clasificar por el grado: los que agrupan aristas de 3 en 3,de 4 en4...

3.4. Médulos de tipo Sonobe

Son probablemente los médulos més populares y se deben al japonés Mitsunobu

Sonobe. Estos mddulos se juntan de 3 en
3 para formar una pirdmide con base un
tridngulo equilatero y con angulos rectos
en el vértice. Son, por lo tanto, muy ade-
cuados para construir poliedros estrella-
dos cuyas caras son tridngulos (icosaedro
estrellado, octaedro estrellado. . .).
Podemos considerar que estos mddulos
pertenecen la familia de las caras, pero
no s6lo los podemos usar con caras tri-
angulares: podemos juntarlos de 4 en 4,
obteniendo como base un cuadrado y so-
bre €1, lo que podriamos denominar una
estrellacion de segunda especie (cuatro
pirdmides cuyas bases no caen en un

Icosaedro estrellado con mddulos Sonobé
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plano). De la misma manera, juntdndolos de diversas maneras podemos obtener
poligonos con estrellaciones muy barrocas, donde las caras aparecen de una manera
mas especial, pero con su sentido artistico y estructural (ver [7]).

3.5. Problemas de Coloracion

Un reto interesante sobre el mddulo Sonobe consiste en elegir los colores de
los moddulos de una forma coherente. Cuando decimos “coherente”, nos referimos
a que se cumpla algun tipo de regularidad, como por ejemplo, que en cada vértice
no concurran tres colores iguales. Se puede hacer una coloracidon coherente, por
ejemplo del icosaedro estrellado, tal y como tenemos en la imagen. Uno puede
disponerse a encontrar tal coloraciéon tomandoselo como un entretenido puzzle, o
disefiarlo de una forma méas meditada, para lo cual es muy util trazar el grafo del
poliedro que uno quiere colorear e identificar ahi los colores de las piezas que tiene
que insertar. Es frecuente encontrar fendmenos tales como que para colorear un
icosaedro con modulos de aristas, tiene que pensar la coloracion de un triacontaedro
rombico o la de un icosidodecaedro.

3.6. Composiciones de poliedros

Vamos a construir un objeto muy venerado por matematicos y papiroflectas. Si
tomamos en un dodecaedro cuatro vértices equidistantes, obtendremos un tetraedro.

Como tenemos exactamente veinte
vértices, podemos insertar cinco tetrae-
dros en el dodecaedro. Este objeto
se puede construir en papiroflexia, y
constituye un complejo y entretenido
rompecabezas (ver [4]). Para re-
solverlo, hay que fijarse en las mil y
una simetrias de este objeto. La clave
para la construccidn consiste en que
si tomamos cualesquiera dos de estos
tetraedros, un vértice de uno de ellos
sale exactamente por el medio de una
cara del otro, y lo mismo pero intercam-
biando los papeles ocurre en la parte

Cinco tetraedros intersecados

opuesta. Con este objeto se puede visualizar que el grupo de rotaciones del dode-
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caedro es grupo alternado de cinco letras. Esto resulta de que al girar el dodecaedro
estamos intercambiando los cinco tetraedros entre si.

Hay otras composiciones realizables con papiroflexia, como los cinco octaedros
que hay insertados en un icosidodecaedro. En cambio, la composicién de cinco
cubos que hay en un dodecaedro presenta una dificultad afiadida, pues las aristas de
esos cubos se intersecan, y no podriamos usar la técnica de los médulos tipo arista
que hemos usado para los tetraedros.

3.7. Fullerenos

3.7.1. El balon de fatbol

Si miramos con atencién un balén de fitbol, veremos que estd formado por
hexagonos y pentdgonos, de modo que en cada vértice se juntan dos hexagonos y
un pentdgono. Podemos contar con cuidado y comprobar que tiene 12 pentagonos.
Contar los hexagonos del balén parece mas complicado, pero podemos valernos
de su estructura: si contamos por cada pentdgono sus cinco hexagonos adyacentes,
obtenemos 60 hexdgonos, pero cada uno de estos, al tocar a 3 pentdgonos, lo hemos
contado 3 veces, de modo que en realidad hay 20 hexagonos. El balon de ftitbol es un
poliedro semirregular (son como los regulares, pero usando dos tipos de poligonos;
hay s6lo 13y se llaman arquimedianos), y su auténtico nombre es icosaedro truncado.

Icosaedros truncados modulares, a base de vértices y aristas.
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3.7.2. Fullerenos

Un fullereno es un poliedro formado por pentdgonos y hexagonos, de modo que
todos los vértices son de grado 3. Su nombre estd puesto en honor al arquitecto
Richard Buckminster Fuller (1895-1983), que construy6 un pabellon esférico futu-
rista con esa estructura en la Exposicion Universal de Montreal de 1967. Més tarde,
se ha llamado fullereno a la tercera forma alotrépica del carbono (las otras dos son
el diamante y el grafito), y ha resultado ser una forma extraordinariamente estable,
descubierta en 1985 y cuyo descubrimiento fue merecedor de un premio Nobel. Las
moléculas del fullereno usual tienen 60 atomos de Carbono colocados en los vértices
de un balén de fitbol, pero hay muchos maés fullerenos. Para construir fullerenos de
papiroflexia es muy adecuada la pieza en zig-zag de Tom Hull (ver [4]), pues cada
modulo representa una arista y las aristas se juntan de tres en tres (ver dibujo en el
apartado 3.8).

3.7.3. Formula de Euler

Una de las propiedades mas valiosas de los poliedros es una féormula atribuida a
Euler, aunque anteriormente Descartes habia encontrado una férmula equivalente,
que aparecid 200 afnos después de ser escrita, entre los papeles de Leibnitz. Es el
siguiente y bonito teorema:

Teorema de Euler: Sea un poliedro homeomorfo a una esfera con V' vértices,
A aristas y C' caras. Entonces, se cumple la formula:

V-A+C=2

Podemos comprobar esta férmula con los sélidos platonicos, con el balén de fatbol
y con los poliedros estrellados que hemos visto aqui. Esta formula también la
cumplen los grafos planos. De hecho, la propiedad es topoldgica: si hacemos
cualquier triangulacion sobre una esfera o sobre un espacio homeomorfo, se seguira
cumpliendo la formula. Se puede asociar a cada espacio topoldgico “razonable”
un nimero llamado caracteristica de Euler-Poincaré, que se define como la suma
alternada de sus nimeros de Betti. Es un invariante topolégico importantisimo,
y generaliza la suma alternada que antes hemos expresado como “vértices menos
aristas mas caras”. En este sentido, la formula de Euler dice ni mas ni menos que
la caracteristica de Euler-Poincaré de la esfera es 2. Con la caracteristica de Euler-
Poincaré es facil probar, por ejemplo, el teorema de Teeteto sobre los cinco s6lidos
platonicos.



57

Volviendo a nuestros fullerenos, si llamamos A al nimero de hexagonos y P
al nimero de pentidgonos, podemos calcular cudntos vértices, aristas y caras hay.
Explicitamente,
5P +6H A_5P+6H'

3 ’ 2 ’
Si sustituimos ahora en la féormula de Euler, obtenemos facilmente

5P+ 6H 5P+6H
32
y concluimos P = 12, de modo que sea lo grande que sea el fullereno, las

V= C=P+H

+(P+H)=2+<= P=12

condiciones que le hemos puesto fuerzan a que haya
siempre 12 pentdgonos, si bien no hemos obtenido
ninguna condicién sobre los hexadgonos. De hecho,
podemos interpretar el dodecaedro como un fullereno
sin hexidgonos. Un método para generar fullerenos
es truncar un icosaedro (tiene 12 vértices, de donde
obtenemos los 12 pentidgonos) y subdividir las caras
triangulares en nuevos triangulitos més pequefios.
Calculando el dual de este grafo, obtenemos un nuevo
poliedro que es un fullereno.

3.74. El balén de la Champions: ;una
broma?

Vamos a presentar, a modo de divertimento, unas
reflexiones sobre un conocido poliedro que sale en los
periddicos. Como ya hemos comentado, los balones
de fttbol comerciales estdn formados por pentigonos
y hexagonos, tomando forma de icosaedro estrellado.
Ahora bien, dependiendo de como se coloreen, pueden
presentar aspecto de otros poliedros. Por ejemplo, el
balén oficial de la Champions League, si bien esta

confeccionado con piezas de cuero pentagonales y hexagonales, tiene dibujadas
estrellas pitagdricas (pentagonales) que exceden los pentdgonos, de modo que la
estructura que resulta de unir los vértices de las estrellas es la de icosidodecaedro,
un poliedro semirregular formado por tridngulos y pentdgonos. La mejor forma
de pensarlo es como un icosaedro truncado, donde hemos truncado los vértices
demasiado y hemos obtenido tridngulos en lugar de hexagonos.
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En cambio, es curioso notar que, si bien el balon revela bonitas relaciones entre
el icosaedro truncado y el dodecaedro, el logotipo oficial de la Champions League

tiene una estructura muy diferente que podemos
analizar con nuestros conocimientos sobre poliedros.
En el logotipo se ve que las estrellas se juntan de 3
en 3y de 4 en 4. ;Puede ser posible que un balén
minimamente regular cumplaesto? Un primer anélisis
de angulos nos obliga a desechar la posibilidad de que
sean poligonos regulares, ya que si en un vértice con-
currieran un cuadrado, un tridngulo equildtero y dos
pentagonos regulares, obtendriamos una suma de 366
grados, lo cual no es posible en un poliedro convexo.

&

No obstante, podria tratarse de un poliedro con caras no regulares, lo cual nos hace
plantearnos el problema topoldgico acerca de la existencia de tal balon.

El presunto balén de la imagen presenta grado 4 en cada vértice, y ademas,
cualesquiera dos pentdgonos no comparten aristas. Dado un poliedro convexo que
cumpla esto (jun championsedro?) y que tenga P pentdgonos, 7 tridngulos y C'
cuadrados, la formula de Euler nos lleva a:

P=12+2C y T=20+C.

Si C' = 0, el championsedro degenera en un icosidodecaedro. Se puede construir
el grafo de un championsedro con 2 cuadrados, pero no colindan con el mismo
pentagono, tal y como se ve en el logotipo. En el mismo, podemos observar que con
un mismo pentdgono comparten arista 3 tridngulos y 2 cuadrados. Si imponemos
esta posible regularidad para todos los pentdgonos, la formula de Euler nos hace
llegar a contradiccion.

Enresumen, de existir un balén como el del logotipo, la disposicion de sus piezas
seria tan irregular que habria que jugar al fatbol con una pelota bastante lejos de ser
esférica. Mal logotipo es este, que imposibilitaria lo que representa.

3.8. Toros modulares

Un toro es el nombre matematico por el que se conoce a la superficie de un
flotador o un donuts. Viene del griego Topsw, que significa agujero, perforar. Vamos
a ilustrar el interés matematico de la construccion de un toro de papiroflexia con una
anécdota personal. La historia empieza al conseguir una foto en internet de un toro
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modular, disefiado por el italiano Roberto Gretter con las mismas piezas zig-zag de
Hull. Como con los fullerenos, podemos contar cuintos pentdgonos y hexagonos
iban a ser necesarios. La caracteristica de Euler-Poincaré del toro es O, con lo cual,
aplicando la formula de Euler para toros:

V-A+C=0,

y sustituyendo con el nimero H de hexagonos y P de pentagonos, obtenemos:

5P+6H 5P+6H
3 2

+(P+H)=0<= P=0!,

con lo que llegamos a que no se puede construir un toro con hexdgonos y pentagonos
de 3 en 3, esto es una restriccion topologica. Sin embargo, en el toro de la foto
claramente se le adivinan pentdgonos en la parte exterior. El error consistidé en
no haberse percatado de que, ademéas de pentidgonos y hexdgonos, el toro por la
parte interna tenia heptdgonos. Teniendo esto en cuenta, la férmula de Euler nos
proporciona:

5P+6H+T7Hp 5P +6H +THp
3 2

+(P+H+ Hp)=0<«= P = Hp!,

con lo que la condicion es que haya el mismo ndmero de heptdgonos que de

pentadgonos. Con ese dato, y calculando
que hubiera 10 pentdgonos en la com-
posicion, es un entretenido rompecabezas
construir un toro modular.

Como vemos, la discusion matematica
previa al disefio es exclusivamente
topoldgica (hemos utilizado el género de
la superficie que queremos conseguir). No
hemos obtenido un poliedro, pues salta
a la vista que las caras que tenemos no
son planas. No obstante, la enjundia de
este modelo no es sélo topoldgica, sino
también geométrica.

Podemos fijarnos en que el toro tiene
los 10 pentagonos por fuera y los
heptagonos por dentro. El toro usual con
Toro modular la métrica usual, sabemos que tiene curva-
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tura positiva por fuera (se asemeja a un baldn), negativa por dentro (se asemeja a una
silla de montar) y como la curvatura es una aplicacion continua, se tiene que anula
entre medio. De hecho, por fuera, los pentagonos estan rodeados de hexagonos, lo
cual nos puede recordar al balén de futbol. Ciertamente, la coloracion del toro esta
en funcion de la curvatura: roja alld donde es positiva, morado donde es negativa, y
amarillo cuando maés se acerca a cero.

Larazon por la cual nuestro toro modular adquiere esta curvatura no es topologica,
sino geométrica, y de hecho se debe a la forma que tienen los mddulos que estamos
empalmando. Al formar un heptdgono con los mddulos zig-zag, vemos que adquiere
por si solo curvatura negativa, al plegar un hexagono, se puede posar tranquilamente
sobre una mesa (curvatura cero), y al plegar un pentidgono, las aristas adquieren
curvatura positiva. Al analizar los empalmes de los mddulos, vemos que forman
pirdmides que tiene como base un tridngulo equiléatero, y se unen desde la mitad del
lado, como se ve en el dibujo. Si ponemos seis tridngulos de esa manera, montan
perfectamente. Si ponemos sélo cinco, nos falta un poco de dngulo para completar

27 radianes. Eso que falta se
puede interpretar como el ex-
ceso de angulo en un punto in-
terior del pentdgono, y es lo
que proporciona la curvatura
positiva. Cuando ponemos
siete tridngulos, en vez de fal-
tar, sobra angulo, y eso es
porque en el interior hay cur-
vatura negativa.

Pentdagono y hexdgono con modulos zig-zag de Hull

4. Axiomas de constructibilidad en Origami

La papiroflexia, o mejor dicho, el ejercicio de doblar papel se puede usar con fines
pedagdgicos para estudiar e ilustrar la geometria elemental plana. Sobre ello hay
numerosos libros, siendo una excelente referencia el de Sundara Row [11], donde
se proponen diversos ejercicios mediante los que se resuelven problemas referentes
a coOnicas, ecuaciones polindmicas y trigonometria utilizando tan s6lo los dobleces
del papel.

La clave consiste en interpretar geométricamente qué estamos haciendo cuando
doblamos el papel. Por ejemplo, cuando doblamos los dos lados que concurren en
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una esquina, uno sobre el otro, estamos calculando una bisectriz. Cuando llevamos
un punto del papel sobre otro y doblamos, estamos trazando la mediatriz del segmento
que definen los dos puntos. Con papiroflexia es sencillo dibujar un montéon de rectas
tangentes a una parabola dada por su foco y su recta directora, probar que el area de
un tridngulo es base por altura partido de dos, o sumar la serie ) | 2%, sin més que
hacer unos cuantos dobleces y pensar su significado. Las posibilidades pedagogicas
del plegado son muchas, pero no entraremos en ello, sino mas bien en analizar qué
puntos son constructibles con origami, de la misma manera en la que se estudia qué
puntos son constructibles con regla y compas.

En 1995, D. Auckly y J. Cleveland publicaron una nota en el American Mathe-
matical Monthly en la cual probaban que todo punto constructible con papiroflexia
era constructible con regla y compds, pero que el inverso no era cierto. Sin embargo,
tal y como hace notar Tom Hull en la misma revista (ver [6]), hay un método desarro-
llado por el japonés Hisashi Habe en la década de los 70, mediante el cual se puede
trisecar cualquier 4ngulo dado, con un par de pliegues que son perfectamente razo-
nables en origami, tal y como vemos en la figura. ; Ddonde estd la contradiccion? Lo
que ocurre es que a la hora de definir los nimeros constructibles con papiroflexia,
hay que realizar una axiomatica de lo que consideramos “razonable” de obtener
en papiroflexia plegando. En la literatura de la papiroflexia se pueden encontrar
métodos para trisecar angulos, duplicar cubos y doblar heptagonos regulares, todos
ellos con pliegues sencillos.
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Método de Abe

Se debe al italo-japonés Humiaki Huzita la formulacion de la axiomatica mas
utilizada para definir los puntos constructibles con papiroflexia:
-
Dados dos puntos pl y p2 constructibles, — Pz

podemos construir la linea que los une; .. -~ '];;
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-
.

El punto de coincidencia entre dos lineas

constructibles es constructible; e
] —
|51 -
Dado un segmento delimitado por dos puntos -
constructibles, su mediatriz es constructible; - - .

lineas constructibles es constructible;

/_g#! 1 04 La bisectriz del dngulo formado por dos

2
e
. T bt e P!
Dados dos puntos pl y p2 y una linea [1 cons- Z -
. . . C
O5 tructible, la linea que pasa por pl y que refleja a -
p2 sobre [1 es constructible; f { S

1 g &0z

O6 Dados dos puntos pl y p2 cons-
7o tructibles, y dos lineas cons-
tructibles /1 y [2, la linea que refleja
aplenllyap2enl2, siesque
existe, es constructible.

Era conocido entre los griegos desde tiempos de Arquimedes que si se podian hacer
dos marcas en una regla, entonces se podia conseguir la triseccion del angulo, de
modo que dado que en un borde del papel se puede calcular 1/2, 1/4, 1/8 y asi, no
es sorprendente que se puedan hacer cosas en origami tales como trisecar dngulos.

Los cuatro primeros axiomas se pueden alcanzar con regla y compas. El quinto,
también, y de hecho, los puntos constructibles con regla y compas son exactamente
los mismos que los constructibles con los cinco primeros axiomas, y que es equiva-
lente al menor subcuerpo del cuerpo de los niimeros complejos C, cerrado por raices
cuadradas. El sexto axioma es equivalente a la construccion de una tangente comin
a dos parabolas, exactamente a las definidas por p1, 1y p2,[2. Se puede probar que
hacer esto es equivalente a resolver una ecuacion de tercer grado.
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En un articulo de Roger Alperin aparecido en el New York Journal of Mathema-
tics [1], se hace una discusion del alcance de los axiomas presentados, y se caracteri-
zan los “puntos de origami” como aquellos nimeros del plano complejo C construc-
tibles tras la aplicacion finita de los axiomas O1 — O6. El resultado central es:

Teorema [Alperin]: El conjunto O de los puntos los puntos constructibles
con origami se puede caracterizar de las siguientes maneras:

i) el menor subcuerpo de C cerrado por raices cuadradas, cibicas y conju-
gacion compleja;

i1) el conjunto de los puntos constructibles por interseccién de lineas cons-
tructibles y cénicas constructibles (con directrices, focos, radios y excentrici-
dades constructibles).

5. Métodos matematicos para diseiiar papiroflexia

Lo que hemos visto hasta ahora no tiene mucho que ver, en un principio, con
las maravillosas figuras de papel con tantas patas, alas y cuernos que pueblan el
repertorio de la papiroflexia. En este apartado, vamos a tratar de explicar cdmo los
mejores plegadores del mundo usan las matemaéticas para sus disefiar sus modelos.

5.1. Propiedades del mapa de cicatrices de una figura plana

Como hemos comentado antes, al desplegar un modelo de origami descubrimos
en el cuadrado un fenomenal mapa de pliegues, un grafo, al fin y al cabo, donde se
me forman valles (pliegues donde la arista estd mas baja que el papel proximo) y
montafas (pliegues donde la arista del grafo es una cumbre). El problema que nos
planteamos, en general, es:

Problema: Dado un trozo de papel y un grafo dibujado en el papel donde
cada arista es una montana o un valle, ;cémo podemos saber si es el mapa de
cicatrices de un modelo de papiroflexia?

Asi planteado, este problema es muy dificil, casi inabordable. Por eso, tal y como
se hace en matemaéticas, restringiremos nuestra atencidn a una clase mas sencilla,
los modelos planos, eso es, figuras de papirofiexia que se pueden meter en un libro
sin afiadir nuevas cicatrices, o dicho de otro modo, tales que el 4ngulo diedro en
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cada arista es multiplo de 7. La gran mayoria de modelos de papiroflexia cae en
esta categoria.

El grafo del mapa de cicatrices de un modelo plano cumple una serie de propieda-
des, que han sido estudiadas por diversos plegadores, y que listamos a continuacion.
Las pruebas son elementales, pero no triviales:

e (Jun Maekawa) La diferencia entre el nimero de pliegues en montafia y
en valle en un vértice es siempre 2.

El grado de cada vértice es par.

(Toshikuyi Meguro) Las caras de un mapa de cicatrices son 2-coloreables.

(Kawasaki) Sean a, . . ., ag todos los angulos concurrentes en un vértice,
contiguos cada uno con el siguiente. Entonces, tenemos

CV1+Oé3—|—...+OéQk_1:Oé2+014+...+042k:71'.

(Hull) La condicién anterior es una condicion suficiente.

T. Hull en [6] halla mas resultados sobre las propiedades que tiene que cumplir
un grafo para corresponder a un modelo plano, y sobre las posibles asignaciones
valle-montafia que tiene un grafo determinado.

5.2. Método de Meguro-Kawahata-Lang

Los resultados anteriores nos hablan de propiedades que ha de tener un mapa
de cicatrices para que pueda convertirse en un modelo plano, pero otra cuestion
distinta es, por ejemplo, si queremos disefiar un ciervo, o una lagartija, como nos
las podemos ingeniar. Un método es el tan recurrido ensayo-error, basado en la
experiencia, el cual tiene sus limites, sobre todo si queremos conseguir un modelo
complicado como puede ser un insecto. A continuacidén vamos a intentar describir
la formalizacion del problema que han realizado diversos plegadores, en particular,
Toshikuyi Meguro, Fumiaki Kawahata y Robert Lang.

Una base es una aproximacion esquemadtica a la figura que queremos obtener. La
base resulta de un namero finito de pliegues, en cuya forma final se pueden observar
las solapas y puntas necesarias, con las longitudes deseadas que nos llevaran al
modelo que queremos. Una vez obtenida la base, no es dificil llegar al modelo, o
por lo menos, ya es una cuestion artistica y abordable.
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Consideraremos un tipo de bases: aquellas en las que se pueden distribuir las
puntas de modo que la base se proyecta ortogonalmente en un grafo plano, simple y
sin caras, tal y como vemos en la figura. El problema va a ser saber si dado un grafo
de este tipo vamos a poder encontrar un mapa de cicatrices que me proporcione una
base que se proyecte sobre ese grafo.

5.2.1. Método Meguro- A
Kawahata de las hipérbolas i
Vamos a ilustrar la respuesta que
dan Meguro y Kawahata (ver [8]
y [13]) al problema anterior medi-
ante el siguiente grafico. En primer
lugar, idealizamos nuestro modelo.
Luego, cuando tenemos el grafo,
hemos de distribuir en el papel las
puntas de la base, de la siguiente
manera. Luego, nos hemos de fi-
jar en lo siguiente: cuando quere- \
mos conseguir dos puntas indepen- froas
dientes, en un tridngulo, se hace Fig.7 Fig8
doblando por las tres bisectrices y
una de las alturas desde el incen-

Meétodo de Kawahata

A i s
tro. Por lo tanto, al pensar que e /\ . —?Z/ L
tenemos que meter aqui el tercer  sebiil Y/ : /4
vértice de un tridngulo, hay que 2R K
calcular el lugar geométrico de los Lugar geométrico de los incentros

posibles vértices tal que el incen-
tro cumpla lo que ha de cumplir,
y un célculo sencillo nos propor-
ciona que ese lugar geométrico es
una hipérbola. Entonces alla donde
se corten las hipérbolas, o donde se
corten con pliegues o puntos que
hayamos impuesto, como una dia-
gonal, por ejemplo, obtenemos

nuevos puntos de nuestro mapa de pliegues. Con este método podemos tener una
primera aproximacion al modelo. Luego habria que rellenar los pliegues, para lo

Pliegue oreja de conejo
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que hay otros razonamientos geométricos elementales. El resultado que consigue
Kawahata con este método es francamente impresionante.

5.2.2. El Treemaker de R. Lang

El método del arbol (grafo sin caras) de Lang es un método de similar estructura al
de Kawahata. Lang permite que los vértices del grafo del modelo estén también en el
interior del cuadrado de papel. Vamos a ilustrar su método con el siguiente ejemplo.
Para conseguir un perro, disefia un grafo con aristas de determinada longitud, y
las distribuye en el cuadrado intentando aprovechar toda la superficie del cuadrado.
Ahora cabe plantearse si existird un mapa de cicatrices conteniendo este arbol que
nos lleve a la base deseada. Lang ha encontrado una condicién necesaria y suficiente
para la existencia de un tal mapa de cicatrices, tal y como se enuncia en el siguiente
(ver [10]):

Teorema (del drbol de Lang): Sea un arbol 7" simplemente conexo con
puntos terminales P, ..., P,, y sean [;; las distancias entre F; y P; medidas a
lo largo de las aristas del arbol. Sea un conjunto de puntos u; en el cuadrado
unidad. Entonces, la condicion necesaria y suficiente para que exista un mapa
de cicatrices que transforme el cuadrado en una base cuya proyeccion sea el
arbol T' es

Mas aun, en dicha base, cada punto P, es la proyeccion del puntou; para todoi

De la prueba, que no es en absoluto trivial, se desprende una manera de construir
un algoritmo que calcule el mapa de cicatrices deseado. El autor ha implementado
el algoritmo en un programa de ordenador para Macintosh, el Treemaker, de libre
distribucién.

Tanto del método de Kawahata-Meguro como del de Lang, por supuesto, se
derivan problemas adicionales. El primero es obtener mediante dobleces los dngulos
que proporciona el método. El segundo consiste en que, aun obteniendo un mapa de
cicatrices, encontrar una secuencia de plegado que nos lleve hasta la figura deseada
es realmente complejo. No todo en papiroflexia se basa en métodos matematicos;
la experiencia y la componente artistica no se pueden dejar de lado. Esto viene muy
bien reflejado en el siguiente Origag:
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Origag, de Roberto Morassi
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