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Introduccidn

En cualquier primer curso de topologia conjuntista que pueda seguir un estu-
diante de matematicas uno de los primeros ejemplos que se ofrecen es el de la
topologia asociada a un espacio métrico. El concepto de espacio topologico es bas-
tante abstracto, por ello, desde un punto de vista pedagdgico, tomar como ejemplo
un espacio en el que se conservan algunas de las propiedades intuitivas resulta ser
una ayuda inestimable.

Sin embargo, mi propia experiencia docente me ha indicado que los mismos
espacios métricos pueden ser tan extrafios que, a pesar de las propiedades que con-
servan, la intuicion puede conducir a conclusiones equivocadas. El caso particular
de la métrica euclidiana estd demasiado presente. Determinar, por ejemplo, cudles
son las bolas abiertas de un espacio métrico distinto del euclidiano, que precisamente
da origen al nombre de estos conjuntos, puede resultar complicado. Este hecho me
impulsé a ayudarme en las tareas docentes con un programa informatico del que
hablaré mas adelante. El programa permite representar estos conjuntos, y otros
similares, en una serie de espacios métricos definidos todos en el plano. El objetivo
consistia en intentar que los estudiantes se quedaran con aquellas propiedades intui-
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tivas que realmente si que se conservan en los espacios métricos y rechazar aquellas
que son propias del espacio métrico euclidiano.

El siguiente paso fue el preguntarme por la relacién que existe entre los espacios
métricos, basicamente un conjunto de puntos y una funcién distancia, y la teoria
que se conoce con ¢l nombre de geometria axiomatica, basicamente también, un
conjunto de puntos y una familia de subconjuntos llamados lineas o rectas. ;Es
posible definir en cualquier espacio métrico el concepto de linea que pasa por dos
puntos? La respuesta es afirmativa y el programa informatico antes mencionado
dibuja también estos subconjuntos, asi como los segmentos comprendidos entre dos
puntos. Ahora bien, si la intuicién ayuda bien poco en el caso de las bolas abiertas,
para estos otros dos tipos de subconjuntos, los segmentos y las lineas, los resultados
pueden ser muy extrafios. Lineas con interior no vacio, segmentos disjuntos, lineas
que son subconjuntos acotados, etc. A pesar de esto, si que hay muchas propiedades
que formalmente al menos se conservan. La Seccion 3 esta dedicada a esta pregunta
y al estudio formal de los segmentos y las lincas.

Por otra parte, los espacios métricos vuelven a aparecer también en geometria
Riemanniana. Esto no es de extrafiar. Cuando B. Riemann, en su memoria de habi-
litacion “Sobre los axiomas en los que se basa la geometria”, pone los fundamentos
de la teoria que ahora conocemos por sunombre, también plantea una nocién inicial
de espacio topol6gico. La relacion entre el concepto de variedad Riemanniana, de
espacio métrico y de espacio topolégico fue clarificada mucho después y ahora se
enuncia mediante el llamado teorema de Hopf-Rinow. De manera resumida, este
teorema afirma que dada una variedad Riemanniana, se puede definir un espacio
métrico tomando como conjunto base la propia variedad. Ademis la topologia
asociada al espacio métrico coincide con la topologia inducida por la estructura
diferenciable. El enunciado del teorema se completa con la existencia, dados dos
puntos distintos de la variedad, de una curva con propiedades especiales: la geodésica
minimizante. Estas curvas pueden considerarse como las correspondientes lineas
de la variedad Riemanniana desde el punto de vista de la geometria axiomatica.

Ahora bien, gran parte del teorema de Hopf-Rinow se basa en propicdades de
espacios métricos. Recientemente, M. Gromov, delimitd exactamente la clase de
espacios métricos en los cudles un enunciado similar es valido. Laultima seccion esta
dedicada a un estudio introductorio de esta clase de espacios métricos, llamados por
Gromov espacios métricos de caminos. Los ejemplos que aparecen en esta seccion
estan tomados de las secciones anteriores.



Resumiendo, puntos, lineas, rectas, angulos, distancias, longitudes, ... Todas son
nociones que se relacionan con la geometria, pero con diferentes aproximaciones a
la geometria. El objetivo de estas notas es repasar algunas de estas aproximaciones
a la geometria y revisar las relaciones entre ellas.

Por un lado encontramos la aproximacion historica de la geometria axiomatica
de los “Elementos” de Fuclides. Se habla en este caso de geometrias abstractas
y de geometrias de incidencia. Por otro lado, tenemos el concepto de espacio
métrico, con ¢l uso de numeros reales, de una funcion distancia. Es lo que se
llama geometria métrica o geometria de la distancia. Y por ultimo, nos aparece la
geometria Riemanniana, el golpe de timén con el que Riemann contribuy6 al estudio
de la geometria. Tres aproximaciones muy diferentes a la geometria pero que estan
intimamente relacionadas.

1. Geometrias abstractas y de incidencia
Recordemos la definicidén de geometria abstracta ({(MP], pag 15):

Definicién 1 Una geometria abstracta es un par formado por un conjunto X, cuyos
elementos se denominan puntos, y una familia, £, de subconjuntos no vacios de X,
cuyos elementos se llaman lineas, tal que

1) para todo par de puntos x,y € X, existe una linea L € Ltal que z,y € L.
2) toda linea tiene al menos dos puntos.

Las geometrias abstractas interesantes son aquellas que conservan algunas de las
propiedades intuitivas de la geometria euclidea, en particular la propiedad que per-
mite asegurar que si dos rectas distintas se cortan, entonces s¢ cortan en un Unico

punto.
Definicion 2 Una geometria abstracta se dice que es una geometria de incidencia st

1) Cada par de puntos pertenece a una Unica linea.

2) Existen al menos tres puntos que no estan todos en una misma linea.

Ejemplos de gcometrias abstractas y de incidencia. Hay tres modelos sobrada-
mente conocidos de geometrias abstractas, el plano cartesiano, el plano de Poincaré
y la esfera Riemann

(1) El plano cartesiano. Consideremos en R? |a siguiente familia de lineas. Las
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lineas verticales L, = {{z,y) € R?*|a = a} dondea € R,y las lineas no verticales
Lo = {(z,y) € R}y = ma + b}, donde m y b son nimeros reales,

(2) El plano de Poincaré. Fl conjunto de puntos es el semiplano de segunda
coordenada positiva, H := {(z,7) € R?|y > 0}. Las lineas también son de dos
tipos: Lo := {{z,y) € Hiz = a} o L., = {(z,y) € Hl(z — ¢}’ +y* = r*},
donde a, ¢y r > {) son mimeros reales.

(3) La esfera de Riemann. E! conjunto de puntos es la esfera unidad en R3,
S? .= {{z,y,2z) € R|z® + y® + 2% = 1}. Las lineas son los circulos maximos
incluidos en la esfera. Estos circulos son también la interseccion de la esfera con
los planos que pasan por el origen.

Estos tres modelos son geometrias abstractas. Los dos primeros son tambi¢n
geometrias de incidencia. No asi la esfera de Riemann. Dados dos puntos de la
esfera que sean antipodales, existen una infinidad de circulos méximos diferentes
que pasan por ellos dos.

Nétese que hasta ahora no hemos hablado de distancia entre puntos. Los ingre-
dientes de las geometrias abstractas sdlo son puntos y lineas. En los tres modelos
anteriores se podra introducir una funcién distancia, pero esto no siempre es posible.

2. Espacios métricos
Recordemos primero la definicion de espacio métrico.

Definicion 3 Un espacio métrico es un par (X, d} donde X es un conjunto, cuyos
elementos se 1lamaran puntos, y una funcion, que se llamara aplicacion distancia o
métrica, d : X x X — R que verifica las siguientes propiedades:

1) (positividad) d(x,y) > 0, Vz,y € X y (definida positiva) d(z,y) = 0 <=
T =y.



2) (simetria de la funcién distancia) d(z, ) = d{z, y}, Vz,y € X.
3) (desigualdad triangular) d(z, z) < d(z,y) + d(y, z), Vz,y,z € X.

Observacion 1 En algunos textos la terminologia es un poco diferente. El término
funcion distancia se reserva a aquellas aplicaciones que sélo verifican las dos
primeras condiciones. Asi, una métrica es una funcion distancia que verifica la
desigualdad triangular. Nosotros, sin embargo, consideraremos ambos términos
como sinonimos ya que, a lo largo de este texto no consideraremos aplicaciones
que no verifiquen la desigualdad triangular. Ademas, como después introducire-
mos también el término “métrica riemanniana”, utilizaremos con mas frecuencia la
expresion “funcion distancia™ para evitar las confusiones que se producirian entre
“métrica (del espacio métrico)” y “metrica riemanniana”.

Un tipo de conjuntos que pueden definirse en cualquier espacio métrico, son las

llamadas bolas abiertas, o simplemente bolas, del mismo.

Definicién 4 Sea (X, d) un espacio métrico. Dado un punto z € X y un nimero
real r > 0, se define la bola abierta de centro z y de radio r como el conjunto
Blz;r) :={ye X :d{z,y) <7}

La topologia asociada a un espacio métrico se define como sigue:

Definicién 5 Un subconjunto A C X se dice que es abierto si ¥z € X existe un
e > 0 tal que B{x;r) C A. La familia de todos los subconjuntos abiertos se llama
topologia asociada a la métrica.

Una consecuencia de la desigualdad triangular es que las bolas abiertas son
subconjuntos abiertos de esta topologia.

Ejemplos de espacios métricos. A continuacidn veremos una serie de ejemplos de
espacios métricos junto con sus caracteristicas esenciales. Todos tienen a R?, 0 a un
subconjunto de €1, como conjunto subyacente. Una buena experiencia consiste en
trabajar con todos ellos gracias a un programa denominado “MétricasR2” elaborado
por Angel Montesinos y que puede encontrarse en

htip://topologia.geomet.uv.es/monterde/melriques/topologia  him
o también en fin:/ftopologia.geomet.uv.es/pub/montesin/MetricasR2_folder
Las figuras de este texto han sido capturadas directamente del programa.

(1) Métrica disereta. La distancia entre dos puntos distintos es siempre igual a
1. Las bolas se reducen al centro si el radio es menor o igual a 1 y es todo el espacio
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cuando ¢l radio es mayor que 1.

(2 Métriea euclidea. Llamada también métrica usual. La distancia eatre dos
puntos es la raiz cuadrada de Ia suma de los cuadrados de las diferencias de las
coordenadas. De otra forma, es 1a longitud de [a hipotenusa del triangulo rectangulo
definido por los des puntos. Las bolas corresponden a circulos usuales del radio

indicado.

{3) Métrica del ascensor. Si pensamos en el plano como la unidn de todas
las rectas verticales v a su vez, pensamos en estas come si se fratara de edificios,
entonces la distancia entre dos puntos que estan en la misma recta vertical es s6lo el
valor absoluto de 1a diferencia de las coordenadas verticales. Esto puedeinterpretarse
como el recorride de un ascensor que va desde una planta a otra en el mismo edificio.
Si estan en verticales diferentes, entonces la distancia es la suma lys |+ [T — Tol+ ]y,
lo que puede interpretarse como el recorrido que consiste en bajar con el ascensor
del primer edificio hasta la planta baja (recta de abcisas), ir por la calle hasta e
segundo edificio y subir con el ascensor del segundo edificio hasta la planta que
indica la segunds coordenada del segundo punto.

Métrica del ascensor Métrica de correos

(4) Métrica de correos. La distancia entre dos puntos distintos es la suma de
las distancias euclideas de ambos puntos al origen. Es como si se midiese el camino
que recorre una carta que sale desde el primer punto, pasa por la oficina de correos,
situada en el origen, y de alli va sl segundo punto, en el que esta el destinatario de la
carta. Las bolas para esta métrica centradas en un punto z y de radic r consisten en
el centro union la bola euclidea centrada en el origen v de radio r menos la distancia
de z al origen. Si el radic r es menor o igual que esa distancia, entonces la bola se
reduce al centro. En otros casos {a bola puede ser disconexa.

(5) Métrica del taxi. Liamada también métrica de Manhattan. La distancia
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entre dos puntos es la suma de los valores absolutos de las diferencias entre las
coordenadas d{{(z1,v1), (T2, y2)) = 12y — 22| + |31 ~ ). El nombre se debe a gue
la distancia se puede interpretar como la longitud del recorrido de un faxi, que en
una ciudad cuadriculada, al estilo de Manhattan, gue va desde un punto al otro con
un solo giro de volante.

{6) Métrica del ajedrez. Llamada también métrica del maximo. La distancia
entre dos puntos es el méximo de los valores absolutos de las diferencias ente las
coordenadas d{{zy, 11}, (¥2, y2)) = max{{z; — &3l, ly: ~ 4a}}. El nombre se debe a
que la distancia se puede mterpretar de la siguiente manera: pensemos en un tablero
de ajedrez v en él una sola pieza, el rey. Elrey puede alcanzar en un solo movimiento
las ocho casillas que le rodean. Pues bien, ia distancia entre dos casillas es el minimo
nimero de movimientos gue debe hacer el rey para ir de una casilia a la otra.

{7y Méirica plane hiperbédlico. Es la métrica que corresponde al conocido
modeio hiperbdlico, también llamado plane de Peincaré. Esté definida sdlo en el
semiplano i > 0.

| In(#)] si T3 = Iy
[ 1 (a2 = [ wizetr
d\\xiaylfﬂ( JﬁyQ)) gin /E"X"z“;é"ﬁ\ ! en Otro caso
k no )

donde {c, 0} y 7 sen el centro v el radio de la Unica circunferencia que, con centro
en ¢l eje de abeisas, pasa por ambos puntos.

(8) Métrica cuadrade alejado. Es una variacion de la métrica euclidea. Con-
sideremos un cuadrade de lado 2 centrado en el origen de coordenades. La distancia
entre dos puntos que estén, ambos, dentro del cuadrado o ambos fuera de €l, es Iz
misma que la distancia euclidea. En otro caso, es decir, uno dentro del cuadrado
v el otro fuera, entonces la distancia es el maximo entre la distancia euclidea y la

constante 4,

Métrica hiperbolica Cuadrado alejado
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{9) Métrica tierra-mar. Lamayor parte de las métricas anteriores se interpretan
como la longitud de un cierto recorrido que va de un punto a otro, En este caso
también hay un recorrido, pero la distancia se interpreta como el tiempo que se tarda
en hacerlo a unas velocidades determinadas. Consideremos ¢l planc dividido en
dos partes, la de puntos con primera cocrdenada positiva o nula, v la de puntos con
primera coordenada negativa. Supongamos que son medios diferentes en los cuales
la velocidad ala cual se puede ir es distinta. En concreto, se supone que en la parte de
primera coordenada negativa la velocidad es doble que en la otra. De ahi el nombre
de la métrica. La velocidad en tierra es el doble que la que se puede desarrollar en
la mar. La distancia entre dos puntos es el minime Hiempo que se emplea para ir de
un puntoe a ofro. Es decir, entre todos los caminos que unen ambos puntos, se foma
el mas rapido. Si ambos puntos estan en tierra, entonces el camino mas rapido es el
segmento usual que los une. Si unc de ellos estd en tierra y el ofro estd en el mar,
entonces el camino recuerda €l proceso de refraccion de un rayo de luz que pasa de
unt medio a otro. Si ambos estan en el mar, entonces, el camino mas rapido puede
ser el segmento que los une, pero, si alguno de los puntos esté relativamente cerca
de tierra, entonces puede resultar mas répido acercarse a la costa, hacer un trozo de
camino por la costa (al doble de velocidad) y en un punto determinado volver al mar.

{10) Métrica regién en meseta. Otra variante de 1a métrica euclidea. La region
en este caso es un fridnguio, pero puede ser cuslquier otra, v se dice que esta en
meseta porgue es como si se hubiera levantado la regién a una altura constante.
Asi, la distancia entre dos puntos que estan dentro de 1a region, o ambos fuera, es
ia misma que la euclidea. Si uno de ellos estd dentro y el ofre fuera, entonces la
distancia es la euclida més la constante 2.

r

A f
g :
[ X o

Tierra-mar Meseta Toro lsno

(11} Métrica toro llane. Es la métrica inducida por la métrica euclidea en R? en
¢l cociente que define el toro Hane {con lades de longitud 20}, es decir, el conjunto



e}

cociente de larelacién (z, 4} ~ (z+10, 4} ~ (z—10,y) ~ (z,y+10} ~ (z,y—10).

f=

{(12) Miétrica puerta. La interpretacion de esta métrica es la siguiente: conside-
remos el plano dividido en dos partes, 1a de puntos con primera coordenada positiva
o nula, y la de puntos con primera coordenada negativa. Una barrera separa estas dos
partes v sélo puede franguearse por una puerta situada en ¢l origen de coordenadas.
1 a distancia entre dos puntos situados en la misma parte es su distancia euclidea. Si
estan en pares distintas, entonces la distancia es la misma que la distancia de correos,
es decir, la suma de las distancias suclideas de cada punto al origen.

{13) Métrica tira perdida. Supongamos que tenemos dividido ef plane como
en ia métrica anterior. La distancia entre dos puntos (21, 31} conz; < 0y {2, ¥2)
conzs > 0, es la distancia euclidea entre (21, 11) vy (22 + 1, i), Es decir, es como si
hubiéramos suprimido la tira de puntos (z,¥) con 0 < z < 1 y después hubieramos
vuelto a juntar los trozos restantes mediante una traslacion. |

Tira perdida Radial

(14) Métrica radial. Recibe también el nombre de métrica de los ferrocarriles
franceses; aunque también podria llamarse métrica del cartero mteligente, ya que,
siguiendo la interpretacion de ta métrica de correos, la distancia entre dos puntos es
ia que recorre una carta que va desde un punto a otro con la salvedad de que si el
cartero pasa por el punto det destinatario en su camino hacia la central de correos,
entonces, inteligentemente, entrega la carta sin necesidad de Hevarla a la central.

3. De un espacio métrico 3 una geometria abstracta

3.1 Segmentos asociados 2 un espacio métrice. Sea (X, d) un espacic métrico.
Vamos a asociar a este espacio métrico una geometria abstracta, El primer paso para
definir esta geometria absiracta es definir el concepto de segmento.
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Definicién 6 Sea (X, d) un espacio métrico y sean z, z € X. El conjunto de puntos
del espacio métrico para los cuales se cumple con respecto a z, z, no la desigualdad
triangular, que ya sabemos es cierta, sino la igualdad triangular, se llama segmento
de extremos z, z y se denota por C,, = {y € X/d(z,y) + d(y, z) = d(z, 2)}.

Algunos ejemplos:
(1) (R, | |). El segmento de extremos z, z es el intervalo [z, z].
(2) (R?%,d,). El segmento de extremos z, z es {tz + (1 — t)z/t € [0,1]}.

(3) (R?,d,). El segmento de extremos z, z es el rectangulo de lados paralelos a
los ejes coordenados y que tiene por vértices los puntos z, z. El rectangulo puede
ser degenerado, es decir, tener area nula. Por ejemplo Co),1,0) = [0,1] x {0}.
Este ejemplo sirve para ilustrar el hecho de que pares de puntos diferentes definen el
mismo segmento. Dados cualquier par de puntos de coordenadas (1, z2), (21, 22) €
R?, se tiene que Clz, 2)(21,2) = Cla1,20)(21,22)-

(4) (R?, dy ). El segmento de extremos z, z es el rombo de lados paralelos a las
bisectrices de los ejes coordenados y que tiene por vértices los puntos z, z. Igual
que antes, el rombo puede ser degenerado. C(o,01,1) = {(¢, 1)/t € [0, 1]}.

(5) En el espacio métrico discreto, los segmentos sélo constan de sus extremos.
Cy, = {z, z}.

(6) En la esfera S? con la métrica esférica (o sea, el espacio métrico asociado a
la esfera como variedad riemanniana), los segmentos son trozos de circulo maximo.
Dados dos puntos no antipodales, existe un tnico circulo méximo que pasa por ellos.
El segmento es entonces el trozo de menor longitud de los dos en que el circulo queda
dividido por los dos puntos. Cuando los extremos son antipodales el segmento es
toda la esfera. Este es un ejemplo que ilustra el hecho de que puede existir una
cantidad infinita de pares de puntos que definen el mismo segmento. Todo par de
puntos antipodales define el mismo segmento.

(7) En el toro plano se pueden encontrar, entre otros mas comunes, los siguientes
tipos de segmentos
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3.2 Propiedades de los segmentos. Vamos a estudiar algunas de las propiedades
que verifican los segmentos asociados a un espacio metrico.

Proposicion 1 Los extremos de un segmento son puntos del segmento, es decir,
7,2 € Ch,.

Proposicion 2 Simetria respecto a los extremos, Cy, = Chx.

Proposicion 3 Los segmentos son subconjuntos cerrados respecto a la topologia
asociada al espacio métrico.

Demostracion: Dados dos puntos z, z € X, definimos la funcién f;, : X — R por
fo(y) = d{z,y)+d(y, z) —d(z, z). Esta funcion es continua por serlo la aplicacion
distancia. El segmento Cy, = (fz,)~{{0}} y por lo tanto es cerrado. ]

Proposicién 4 Transitividad. Las condiciones w € Cy.,y € Cyy, son equivalentes
aw € Cy,y € Cp.

Demostracién: Supongamos que w € Cy,, Y € Cpy,- Esto quiere decir que
d(z,w) +d(w, z) = d(z, 2), d(z,y) +d(y, w) = d(z, w).
Substituyendo la segunda ecuacion en la primera tenemos que
d{z,y) + d{y,w) + d{w, z) = d{z, z) < d(z,y) +d{y, z).

Por 1o tanto, d(y, w) + d{w, z) < d(y, z). Por la desigualdad triangular, sc tiene que
w € CY ., y de aqui se deduce que y € (.. El reciproco es analogo. 1

Proposicion 5 El didmetro del segmento definido por dos puntos es la distancia
entre esos dos punios.

Demostracién: Sean x,z € X y sean y,w € (.. Por la desigualdad triangu-
lar sabemos que d(y,w) < d(w,z) + d(z,y) y vd(y,w) < d(y,z) + d(z, wjv.
Sumando y ordenando convenientemente los términos,

2d(y, w) < d{z,w) + d(w,z) + d(z,y) + d(y, ).

Ahora bien, como y, w € Cy,, entonces 2d{y, w) < d(z,z) + d(z,z) = 2d(z, 2).
Por lo tanto el diametro es menor o igual que d(z, z). Como z,z € C,,, entonces
el diametro es igual a d(z, z). |

Ademas el punto més alejado de un extremo es el otro extremo.
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Proposicién 6 Si y € C,, es tal que d{z,y) = d{x, z), entonces y = .

Demostracion: Como y € C,., entonces d(z,y) + d(y, 2) = d(z,z) y como
d(z,y) = d(z, ), entonces d(y, z) = 0. 1

La interseccion de dos segmentos que tienen un extremo comun no siempre s
otro segmento. Un contracjemnplo a esta afirmacién es la siguiente métrica en el
plano, que llamaremos métrica con el origen alejado, d : R? x R* — R?,

di(z,y) siz # (0,0) # y
d{z,y) = max{2,d,(z,y)} si{z#(0,0)=1y)6{zx=1(0,0)#y) .
0 siz=(0,0) =1y

Para esta métrica se tiene que si ¢ = (—1,—1),y = (3,2) y # = (2,1) entonces
cd, =Ch Cd — CdL. Lainterseccion de estos dos segmentos es C%,NCE, = CHL,

donde w = (4,1). Sin embargo, es facil comprobar que (0,0) ¢ C¢,, luego

Ci, 1 CL, 4 Cl,.
Proposicion 7 Si y € C,,, entonces Cyy, U C,, C O,

Demostracion: Seaw € Cy,, entonces d{z, w)+d{w,y) = d{z,y). Ladesignaldad
triangular implica que d(xz,y) + d{y,z}) = d(z,2z) < d(x,w) + d{w, z}. Luego
d(z,w) + dlw,y) + dly, z} < d{z,w)+ d{w, z). Porlo tanto, d(w, y) + d(y, z) <
d(w, z). Esto implica que d(w, y) +d(y, z) = d(w, z). Esto permite comprobar que
d(z, w) +d(w, z) = dz,w) + d{w,y) + d(y, z) = d{z,y) + d(y, 2) = d{z, z). Es
decir, w € C,. |

La igualdad no es cierta en general. Por ejemplo, no se cumple en el plano
con la métrica del taxi. Pero lo que si que es cierto es que la igualdad implica la
inyectividad de la funcion distancia a uno de los extremos.

Proposicion 8 La condicion 1) implica la condicion 2).
1) Para todo x,z € X y para todo y € C,, se tiene que Cpy ) Cy, = C,.
2) Paratodo z,z € X la aplicacion d{z, } : Cy, — R es inyectiva,

Demostracién: 1) = 2). Supongamos que y1,y: € C,, son tales que d(x, 1) =
d(z,13). Como Cyy, U Cy, = Cos, entonces yp € Cpyy 0 42 € Cy, 2. En el primer
caso tendriamos que d(z,y2) + d{y2, y1} = d(x,y1), luego y1 = yo. Andlogo en el
otro caso. |
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La equivalencia no es cierta. Basta considerar la métrica de la recta real con
el cero alejado. Pero si tenemos una métrica para la cual todos los segmentos son
conjuntos conexos, en este caso si que las dos condiciones son equivalentes.

Proposicion 9 Sea (X, d) un espacio métrico para el cual todos los segmentos son
conjuntos conexos, entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

1) Paratodo x,z € X ypara todo y € Cy, se tiene que Cyyy U Cy, = Cy.
2) Paratodo x,z € X la aplicacion d(z, ) : Cy, — R es inyectiva.

Demostracion: Sélo tenemos que probar que 2) implica 1). Si C,, es conexo,
entonces d(z, ) : Cpr — [0,d(z, 2)] es una biyeccién. Sea w € C,, y supongamos
primero que d(z, w) < d(z, y}, vamos a demostrar que w € Cp,,. Como también la
aplicacion d(z. ) : Cyy — [0, d{x,y)] es una biyeccion entonces existe ¢ € C,, tal
qued(z,t) = d(z,w). Comoresultaquet € C,,, entonces setiene f = w aplicando
la Proposicion 6. [

Proposicion 10 Si y € C,,, entonces Cpy N Cyy = {y}.

Demostracién: Obviamente y € Cy, N Cy,. Seat € Cp,NCy, € O, entonces se
tienen las siguientes igualdades

dlz,t) +d(t,y) =d(x,y) yd(y,t) + d{t, 2) = d{y, z).

Sumando todas estas expresiones, y teniendo en cuenta que d{z,y) + d(y, z) =
d(z, z) se tiene que d{z,t) +2d(t,y) + d(t, z) = d(z, z), y como t € (., entonces
2d(t,y) = 0, luego t = y. |

Una ultima propiedad que respeta la intuicion.
Proposicion 11 O, = C,; < y =z

Demostracién: Si Cyy, = C;, entonces y € Cy, y 2 € Cyy. Pero también 2 € €,
luego z € Cyy N Cy,. Por la propiedad anterior, esta interseccion se reduce a un
punto, y, luego = — . [ |

3.3 Lineas asociadas a un espacio métrico Después de la definicidon y del estudio
de los segmentos asociados a un espacio métrico, podemos ya definir la geometria
abstracta asociada al mismo.
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Proposicion 12 Sea (X, d) un espacio métrico y sean x©,z € X. Definimos Ly,
como Ly, = Cp, U{y € X/z € Cp.y U{y € X/z € Cyy}. Ly, se dird linea que
pasa por Ty z.

La familia de lineas de la geometria abstracta es £ = {L,./z,z ¢ X,z # z}.
Consecuencia de la propiadefiniciénesquey € L, <= z € Ly, & 2 C Ly,
Es en efecto una geometria abstracta ya que cumple, por su propia definicién, que
z,26€ Cpy C Ly,

Algunos ejemplos:
(1) (R?,d,). La linea definida por z, z coincide con la linea recta que pasa por

esos dos puntos. Recuperamos, por lo tanto, la geometria euclidea.

(2) En el plano de Poincaré¢ 1a linea definida por z, z es la semicircunferencia
que pasa por esos dos puntos y que esta centrada en el eje de abcisas. Recuperamos,
por lo tanto, la geometria hiperbolica. En la figura siguiente podemos observar ¢l
haz de lineas del plano de Poincaré que pasan por un mismo punto.

(3) (R?, dy). Las lineas son diferentes segiin el segmento entre z y z sea 0 nto un
rectangulo degenerado. En la siguiente figura se representan los dos casos posibles.
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Este ejemplo ilustra el hecho de que la geometria abstracta asociada a un espacio
métrico no es, en general, una geometria de incidencia.

(4) (R?, d,)- La situacion es similar a la anterior.

(5) En el espacio métrico discreto, las lineas sélo constan de los dos puntos que
las definen. L,, = {z, z}.

(6) En la esfera S? con la métrica esférica, las lineas son circulos méximos
cuando los dos puntos no son antipodales. Cuando los puntos son antipodales la
linea es toda la esfera.

(7) En R? con la métrica que hemos denominado tierra-matr, las lineas que unen
dos puntos pueden ser de los tipos siguientes:

Nétese que cuando los dos puntos que definen la linea estin ambos en el “mar”,
entonces la linea es siempre un subconjunto acotado.

La pregunta que se puede ahora formular es la siguiente: (Para qué espacios
métricos se cumple que la geometria abstracta es de incidencia?



16 1. Espacios métricos y geometria Riemanniana

Podemos dar la siguiente condicion necesaria que tienen que cumplir los espacios
métricos que tienen asociadas geometrias abstractas que son de incidencia. Esta
condicién se expresa en términos de los segmentos asociados.

Proposicién 13 Si la geometria asociada es de incidencia entonces para todo x, z €
X y para todo y € Cy, se tiene que Cyyy U C,, = Cps

Demostracion: Seanz,z € X yy, w € C},. Vamosademostrarquew € Cy,,UC,,.
Las lineas L, y Ly secortanen z. Enefecto, 2 € Ly yaquey € Cy;. Delamisma
forma z € L. Luegolaslineas L, y L, secortanen z y en z. Como la geometria
es de incidencia, entonces las dos lineas son la misma. Por lo tanto, w € L,,. Esto
quiere decir que o bien w € C,,, con lo que ya habriamos acabado la demostracion,
obieny € Cpy 0 bienz € Cyy,. En el segundo caso, tendriamos w € C,;, ¥ € Cry.
Por la propiedad transitiva, s equivalente aque w € C),, y € Ci., conlo que hemos
acabado la demostracién. El tercer caso lo dejamos aparcado por el momento. Por
otra parte, también podemos afirmar que las lineas Ly, y L., se cortan en z. Como
la geometria es de incidencia,entonces las dos lineas son Ja misma. Por lo tanto,
w € L,,. Esto quiere decir que o bien w € Cy,, con lo que ya habriamos acabado
la demostracion, o bien z € C,,, que se resuelve otra vez por simetria, o bien
y € Cy,. Por lo tanto s6lo nos queda estudiar el caso & € Cyy Yy € (. Paraeste
caso tenemos que se cumplen las siguientes igualdades d(w, z) + d(z, y) = d{w, y),
d(w, y)+d(y, 2) = dlw, 2),d(z,y) +d{y, 2} = d(z, 2), d(z, w)+d(w, z) = d(z, z).
Con la primera y la segunda se deduce que d(w, z) + d(z,y) + d{y, z) = d(w, z), 0
lo que es lo mismo, aplicando la tercera, que d(w, ) +d(z, 2) = d{w, z). Aplicando
ahora la cuarta, se llega a que d(w, z) + d{z, w) + d{w, z} = d{w, z), o sea, que
d(z,w) = 0. Porlo tanto w = x y asi, w € Cyyy U Cype. |

Un contragjemplo que demuestra que la condicion es solo necesaria ¢s la meétrica
del ascensor. La geometria asociada no es de incidencia pero si que cumple la
condicién anterior. Volveremos mds adelante a este contracjemplo.

4. De una variedad Riemanniana a un espacio métrico

En la teoria de variedades riemannianas hay un resultado que se suele contar en
cualquier curso introductorio que relaciona la métrica de Riemann con una funcion
distancia. Este resultado es uno de los apartados de lo que se conoce como teorema
de Hopf-Rinow. Veamos cdmo se construye la funcion distancia.

Si g es una métrica Riemanniana y denotamos por ||v|| la norma del vector



17

tangente, entonces se puede definir la longitud de curvas en la variedad mediante un
b

proceso de integracion: £(o) = f [|o'(t)|ldt. Una vez sabemos calcular la longitud

a
de una curva, ya podemos definir la distancia entre puntos.

Dados dos puntos p,q € M, consideremos todas las curvas diferenciables a
trozos que unen p y g y denotemos este conjunto por {}(p,¢). Sabemos calcular

kol ot
las longitudes de estas curvas: {(o) = Z/ ' lla’(¢)|!dt, donde [¢;, £;+1] es un
=1

segmento diferenciable de la curva. Pues bien, definimos Ia distancia entre los dos

puntos como el infimo de todas esas longitudes: dy(p, q) .= i&f )(E(a)).
ogellp,g

4.1 Teorema de Hopf-Rinow. E! primero de los resultados que probaron Hopf'y
Rinow enuncia que

Proposicion 14 d, es una funcion distancia en M.
Una demostracién completa puede encontrarse en [dC] pagina 146.

Como consecuencia se tiene que en una variedad Riemanniana podriamos definir
dos topologias distintas. La primera es la definida por su estructura de variedad
diferenciable, la topologia inducida por las cartas, es decir por ser un conjunto tal
que todo punto tiene un entorno que puede modelarse con un trozo de R™. La
topologia usual en R™ se “traslada” de esta manera a la variedad.

Por otra parte, acabamos de demostrar que la métrica Riemanniana induce una
funcion distancia en M. Podemos considerar, por lo tanto, el espacio métrico (M, d,)
y como espacio métrico, tiene una topologia asociada.

Pues bien, ¢l segundo de los resultados que afirma el teorema de Hopf-Rinow es
que ambas topologias coinciden.

Proposicion 15 La topologia asociada a la métrica dy es la misma que la topologia
inicial de la variedad diferenciable M.

Entre otros resultados ¢l teorema también afirma que las siguientes condiciones
son equivalentes

o El espacio métrico (M, d, ) es completo, es decir, toda sucesion de Cauchy en
él es convergente.

e Cualquier geodésica en (M, g) puede ser extendida arbitrariamente, es decir,
¢l conjunto de argumentos ¢ puede ser extendido a todo R.
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Nota: en el enunciado anterior se supone que las geodésicas estdn parametrizadas
por la longitud de arco.

El ultimo de los resultados nos sera también de interés: Si el espacio métrico
(M, d,) es completo entonces, cualquier par de puntos arbitrarios p, ¢ € M, puede
ser unido por una geodésica o tal que £{o) = d,(p, q).

Esto quiere decir que el infimo que se utiliza en la definicién de la distancia d,
es realmente un minimo, es decir, que la distancia se realiza como longitud de una
curva y que esta curva es una geodésica. Es por esto que a la distancia d; se le llama
también la distancia geodésica de (M, g).

Después de todo lo visto cabria preguntarse también cuando un espacio métrico
(M, d), sobre una variedad diferenciable, M, es el espacio métrico definido por una
meétrica Riemanniana, g. Es decir, si existe una métrica Riemanniana tal que d = d,.

Una de las primeras condiciones que debe cumplir la distancia d es que la
topologia asociada sea la misma que la topologia de la variedad.

Otra, es que esa distancia pueda definirse como infimo de longitudes de curvas.
Esta condicidn es la que ha dado pie a definir una subclase de espacios métricos: los
espacios métricos de caminos.

4.2 Espacios métricos de caminos. Sea (X, d) un espacio métrico y consideremos
¢l conjunto de todas las curvas continuas en X, es decir € := {¢ : [a,0] — X}.
Dada cualquiera de estas curvas podemos definir su longitud de la siguiente manera:

o) = sup(i d{o(ty),o(t1))ia=1 <t < ... <tpy = b}
i=0

Como ejemplo podemos calcular la longitud de o (t) = (cos(t), sin(t)), t € [0, 27],
una circunferencia, en diferentes métricas. Es un buen gjercicio comprobar que en
la métrica del taxi su longitud es 8. Podriamos indicar, por lo tanto, que si en lugar
de utilizar la distancia euclidea, aquella en la gue para ir de un punto a otro por el
camino mas corto vamos andando en linea recta, utilizdsemos un taxi para ir de un
punto a otro, entonces la humanidad no hubiera inventado ¢l nimero 7.

En la métrica del ajedrez la longitud es 4v/2. En la del ascensor o en la de
correos, la longitud es infinita.

Bromas aparte, algunas propiedades fundamentales de esta definicién son las
siguientes:
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e la longitud de cualquier curva es siempre > 0y £{o) = 0 si y sdlo si o €s una
curva constante.

e Si o y 7 son dos curvas que se pueden unir en otra curva ¢, entonces £(¢) =
o)+ £(T).

e Esta definicidn no depende de la parametrizacion de ¢ sino de su conjunto
imagen. Si ¢ es un homeomorfismo de un intervalo I’ sobre I = [a, b], entonces
£(oo¢) = £(o) yaque ¢ es estrictamente mondtona y transforma particiones finitas
de I’ en particiones finitas de /.

Una vez ya tenemos como definir longitudes de curvas, pedemos hacer lo mismo
que se hizo para definir la funcidn distancia asociada a una métrica Riemanniana,
para definir una nueva funcion distancia, que denotaremos por d; con ¢l subindice £
por ser una distancia que proviene de la nocion de longitud de curvas:

Ailpq) = _inf (¢(0)

donde ahora §2(p, q) es el subconjunto de C de curvas que unen p con q.

(Es realmente d; una métrica? En general no lo es, pero por muy poco. De-
mostrar que dy verifica los axiomas de la simetria de la distancia y la desigualdad
triangular es analogo a demostrar lo mismo para la funcion distancia, d,, asociada a
una métrica Riemanniana, g. La unica diferencia es el lamado axioma de unicidad,
que es el que afirma que si la distancia entre dos puntos es 0, entonces los dos puntos
son el mismo. En el caso de la distancia d,, esto se demostraba aplicando resultados
previos propios de variedades Riemannianas. En este caso, el axioma de unicidad
se deduce directamente de la definicién de dy.

En efecto, si dg(p, q) = 0 esto quiere decir que para todo € > () existe una curva
que une zr con y tal que su longitud es menor que €. Ahora bien, dada cualquier
curva continua que una dos puntos p, g, su longitud es mayor que d(p, q). Esto es
asi porque si tomamos la particion trivial @ = £y < ¢; = b, entonces la longitud de
la curva, que es el supremo para todas las particiones, serd mayor que d(p, q). Por
lo tanto, d(p, ¢} < dy(p,q). Luego, tenemos que para todo € > 0, d{p,q) < €, es
decir d{p, q) = 0 y como d si que es una funcidn distancia, entonces, p = ¢.

El unico problema que tiene fa funcion d, es que puede no estar definida para
algunos pares de puntos. Puede ocurrir que para toda curva, ¢, que una dos puntos
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determinados, p, g,

sup{(id(a(ti),a(tiﬂ)) L= t{} S tl S . S trH»l = b}
=0

no exista. Es decir gue la longitud de toda curva que una p con g sea infinita y por
lo tanto la distancia entre p v ¢ seria también infinita. Mas adelante veremos un
ejemplo en que esto ocurre.

Es por esto que diremos que d; es una pseudométrica, en lugar de decir que es
una métrica. Esta pega que tiene d; no impide definir también la nocion de bola
abierta, de subconjunto abierto y de topologia asociada.

Nétese que siempre tenemos la desigualdad d < d,. Sin embargo, la igualdad
no siempre es cierta. Mas adelante veremos un ejemplo de esta situacion.

Definicion 7 Un espacio métrico { X, d) se dice que es un espacio métrico de caminos
(path metric space) si la distancia entre cualquier par de puntos es igual al infimo
de las longitudes de la curvas que unen los puntos, es decir, si d = dy.

Ejemplos

(1) El plano euclideo es un espacio métrico de caminos. La distancia entre dos
puntos es efectivamente la longitud del segmento de recta comprendido entre los
dos puntos, y esta longitud es la minima. De la misma manera, R™ con la métrica
cuclidea, la del taxi o la del ajedrez son espacios métricos de caminos.

(2) También lo es R? con la métrica del ascensor.

(3) Si le quitamos ahora un segmento al plano euclideo, el subespacio meétrico
resultante ya no es un espacio métrico de caminos. El subespacio de R? con la
métrica euclidea, R? — 0 x [—1, 1] no es un espacio métrico de caminos. El infimo
de las longitudes de las curvas entre (1,0) y {—1,0) es2v/2.

(4) La esfera como subespacio métrico del espacio euclideo tridimensional no es
un espacio métrico de caminos. Sique lo es con la métrica inducida por su estructura
riemanniana, es decir, por la primera forma fundamental.

Una caracterizacién de los espacios métricos de caminos que es bastante intuitiva:

Proposicién 16 Sea (X, d} un espacio métrico. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1) Para cualquier par de puntos arbitrarios x,y € X y para todo ¢ > 0, existe
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un z tal gue max(d(z, z),d(z,y)) < =d(z,y) + ¢

SR

2) Para cualquier par de puntos arbitrarios x,y € X y para fodo ri,73 > 0
conty+1ry < d{z,y) se tiene que d(B(x;r1), Bly; ) < d(x,y) —r1 — o, donde
d(By, By)= inf d{z',y).

»eB,y €By
Todo espacio métrico de caminos tiene estas propiedades, y reciprocamente, si
(X, d) es un espacio métrico completo y satisface (1) o (2), entonces es un espacio
métrico de caminos.

Esta caracterizacion tiene implicaciones sobre los segmentos del espacio métrico:

Proposicién 17 Sea (X, d) un espacio métrico de caminos completo, entonces todos
los segmentos son SuUbCORjUntos conexos.

4.3 Espacios métricos de caminos y métricas equivalentes. La propiedad de
ser un espacio métrico de caminos no es una caracteristica de la clase de métricas
equivalentes. Un ejemplo sencillo es el siguiente: La recta real con la metrica usual,
dy(z,y) = [r — yl, es un espacio métrico de caminos.

Consideremos ahora la siguiente funcion distancia d(z, v) == |z — y| 7,

Es bien facil demostrar que en efecto verifica los axiomas de espacio métrico.
Veamos por ejemplo la desigualdad triangular: Por una parte sabemos que

lz -2z < |lz—yl+|y—g
= (Jo —212)? + (jz — y|7)?
< {lz—22)2 + |z -yl + 20z — 2|2z — g2
= (jz— 27 + ]z —yl3)?

Por lo tanto, |z — 2|3 <z — yl% + |y — zﬁ.

La bolas para esta métrica son las siguientes B(x;€) =]z — €3, 0 1 €2 [. Por
lo tanto la topologia es la misma que la topologia usual, luego d y d, son métricas
equivalentes. Sin embargo esta nueva métrica no es una métrica de caminos, cosa
que se puede comprobar porque no verifica la condicion (1) de la propiedad anterior.

Fn efecto, tomemos z = 0, = 1. Ladistancia entre estos puntos es |0 — 1| =1

1 . . ~
No existe z tal que max{\/z,v/1 — z) < 5 + ¢ si € es suficientemente pequeno, por

1
gjemplo menor que 1
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La pseudomeétrica d; asociada a esta nueva métrica es la pseudométrica discreta:
la distancia entre dos puntos distintos es infinita. La topologia asociada a la pseu-
dométrica d, es la topologia discreta que no es la misma que la topologia usual.
Luego este gjemplo indica que el proceso que a partir de una métrica d pasa a la
pscudométrica d, puede cambiar la topologia.

Como ejemplo vamos a calcular la longitud de la curva o : [0,1] — R definida
por o(t) = t. Este ejemplo nos indicard cudl es el problema de la meétrica. Si
tomamos la particion {0 = ¢ty < #; = 1} entonces la expresion

T

(Z d(o(t:), o(ti1)) ra=to <t < ... Sty = by,

sereduce a d(0,1) = 1= 1.

Si tomamos ahora la particion {0 < 7 < 1}, ahora la expresién se traduce en
1 1 . .y :
\g + \g = /2 > 1. Si tomamos ahora la particién {0 < 1 < 3 < 2 < 1}, ahora

1
la expresion se traduce en 4\/; —2>4/2> 1.

. . 1 .
En general, si tomamos una particion regular de norma 7o entonces la expresion

1 P .
resulta ser 22”7 = 2", Cuando hacemos tender n a infinito, es decir, cuando

hacemos tender a cero la norma de la particion, el valor 2" tiende a infinito. Luego
no existe el supremo buscado. La longitud de ¢ es infinita.

4.4 Espacios métricos de caminos y teorema de Hopf-Rinow. Para poder enunciar
el teorema necesitamos primero definir el concepto de curva geodésica en un espacio
métrico.

Definicion 8 Una curva ¢ : I — X se llama geodésica minimizante si para todo
t.t' ¢ Tesd(a(t),o(t)) =t — 1|
Una geodésica en X es una curva cuya restriccion a cualquier intervalo suficien-

temente pequefio es una geodésica minimizante.

Elsiguiente resultado es el que demuestra que los resultados obtenidos por Hopf-
Rinow en variedades Riemannianas son en realidad propios de una clase de espacios
métricos mas que de las variedades riemannianas.
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Teorema 18 [Gr] Teorema de Hopf-Rinow para espacios métricos de caminos. Sea
(X, d) un espacio métrico de caminos, completo y localmente compacto. Entonces

1) La bolas cerradas son compactas, o equivalentemente todo subconjunto cer-
rado y acotado es compacto.

2) Todo par de puntos puede ser unido por una geodésica minimizante (es decir,
(X, d) es un espacio de longitud).

Notas: La geodésica minimizante no necesariamente es tnica. Por ejemplo, en la
métrica del taxi, cualquier curva que una los puntos (0, 0) y {1, 1} y cuyas funciones
coordenadas sean crecientes es una geodésica minimizante.

Otro ejemplo clasico es la esfera. Dos puntos antipodales pueden unirse por
infinitas geodésicas minimizantes: todos los semicirculos maximos que los unen.

Una consecuencia de este teorema de Hopf-Rinow es que en los espacios métricos
de caminos completos y localmente compactos dados dos puntos, x, y, el segmento
que definen C, es un subconjunto conexo. En efecto, el segmento es la unién de
todas las geodésicas minimizantes que unen 7 con y. Estas forman una familia
de subconjuntos conexos con interseccion no vacia, luego su unién es también un
subconjunto conexo,

Es tal vez mas importante que la propia demostracion del resultado el hecho de
comprobar que las hipdtesis son exactamente las necesarias, s decir, que no sobra
ninguna de ellas.

Por ejemplo, no sobra la hipdtesis de completitud porque el plano excepto el
origen, con la topologia usual, es un espacio métrico de caminos, localmente com-
pacto, pero no hay ninguna geodésica minimizante que una los puntos (—1,0) y el
(1,0}.

No sobra tampoco la hipotesis de ser localmente compacto porque se puede
comprobar que R? con la métrica del ascensor es un espacio métrico de caminos,
completo, pero en el que las bolas cerradas centradas en el eje de abcisas no son

compactas.

Por ultimo, no sobra tampoco la hipdtesis de ser espacio métrico de caminos
porque R con la métrica d(z, y) := |z — y] 2, equivalente a la usual, es decir, induce
la misma topologia, es localmente compacto, es completo, pero, como hemos visto
en ¢l apartado de espacios métricos de caminos y métricas equivalentes, la longitud
de cualquier curva no trivial es infinita. Por lo tanto no hay geodésicas minimizantes
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que unan dos puntos distintos.
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