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1. Introduccion

Una de las areas de las matematicas de mayor popularidad en los ultimos afios
por sus multiples aplicaciones en las ciencias tecnoldgicas, es la de las matematicas
discretas. Como una consecuencia de este hecho encontramos como esta aparece en
los Gltimos afios como asignatira propia en la mayoria de planes de estudios de las
ingenierias. Dentro de las matematicas discretas, la teoria de grafos es sin duda la
estrella que brilla con luz propia. Los grafos son objetos que aparecen con bastante
frecuencia, como un gjemplo muy comin pensemos que los diagramas de instalacion
de redes eléctricas que usan los ingenieros pueden ser considerados como grafos. En
general aquellos problemas que son de naturaleza combinatoria pueden ser pensados
como problemas de grafos. En sus inicios como una rama de la topologia algebraica,
la teoria de grafos, ha tomado carta de naturaleza propia y es utilizada hoy dia
como herramienta fundamental en areas tan alejadas entre si como pueden ser la
investigacion operativa, la lingiiistica, la quimica, la fisica o la genética. Debemos
hacer notar que esta teoria trata principalmente de las propiedades combinatorias,
prescindiéndose generalmente de las propiedades topologicas. Existe un consenso
general en sefialar que a diferencia de ofras areas la teoria de grafos si que tiene un
origen claro y preciso: el problema de los puentes de Kénigsberg, que fue resuelto
por Euler en 1736.
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2. ;Quée es un grafo?

Si pensamos en un mapa de carreteras, podemos considerar dos tipos basicos
de objetos: ciudades y carreteras. Nos interesa modelizar las conexiones entre
ciudades por carreteras mediante algun objeto matematico abstracto. Un grafo
intenta modelizar este tipo de problemas.

Definicion 1 Un grafo G consiste en un conjunto finito V', cuyos elementos reciben
el nombre de vértices y un conjunto A de 2-subconjuntos de V' a cuyos elementos
denominamos aristas. Escribimos G = (V, A} y decimos que V es el conjunto de
vértices y A es el conjunto de aristas.

Asi el siguiente esquema de conexidn por carreteras entre 4 ciudades vy, v, U3 ¥ V4
&
Va. Vs
(51

quedaria modelizado por el grafo G = (V, A), dado por
V= {v,vm,vs,v}, A= {{v,m} {v,va} {va,val, {vs, v}

En muchas ocasiones nos interesa distinguir el orden de conexion entre dos
aristas. Volviendo al ejemplo de las carreteras nos gustaria modelizar el hecho de
que existan carreteras de direccion unica. Esto no es dificil de hacer considerando
pares ordenados en lugar de subconjuntos. Otra definicion de grafo que inciuya esta
idea seria la siguiente:

Definicion 2 Un grafo (dirigido) G consiste en un conjunto finito V' (los vértices) y
un conjunto A C V' x V (las aristas). Escribimos G = (V, A) y decimos que V' es
el conjunto de vértices y A es el conjunto de aristas (dirigidas).

Lo siguiente seria una representacion de un grafo dirigido:
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Esta segunda definicién es mas general que la primera ya que todo grafo en el
sentido de la definicién 1 puede ser pensado en el sentido de la definicion 2 sin mas
que identificar cada arista de la forma {u, v} con el par de aristas (dirigidas) (u,v) y
(v, ). Con esta nueva definicion permitimos aristas que conecten un vértice consigo
mismo. Esto es a lo que llamamos un lazo. También permitimos que puedan existir
mas de una arista entre dos vértices. La siguiente definicion de grafo que damos
permite lazos y todas las aristas que queramos uniendo dos vértices.

Si S es un conjunto notamos por S&S al producto desordenado de .S consigo
mismo. Esto es, el conjunto de pares desordenados [s;, ss] con s1,85 € S. Cada
par desordenado [s1, 59] es la clase de equivalencia de un par ordenado (sy, s;) bajo
la relacion [s;, 5] = {s3,51]. La tinica diferencia entre pares desordenados y 2-
subconjuntos es que [s, s] es un par desordenado mientras que {s,s} = {5} no es
un 2-subconjunto.

Definicién 3 Un grafo GG es una terna (V, A, ®) donde V' (los vértices) y A (las
aristas} son conjuntos finitos, V' no es vacio y ®: A — V&V es una funcion (la
funcion de incidencia).

Si en la definicion anterior consideramos V' x V en lugar de V&V tendriamos
la definicién mas general de grafo dirigido.

No existe un consenso general sobre la terminologia de grafos. En general el
término multigrafo se utiliza cuando se permiten mas de una arista por cada par de
vertices y el término digrafo o grafo dirigido cuando importa el orden de conexion
entre aristas. Es comun encontrar en la literatura como bajo el término grafo se
pueden entender cualquiera de los conceptos que hemos definido anteriormente o
incluso que no exista la restriccion de finitud para el conjunto de vértices y aristas.

Nos resistimos a concluir este apartado de definiciones del concepto de grafo sin
mencionar la definicion de grafo desde el punto de vista de la topologia.

Definicion 4 Un grafo es un par formado por un espacio Hausdorff X y un sub-
espacio X cumpliendo:

e X esun subespacio cerrado discreto de X. Los puntos de X° se denominan
vertices.

e X — X° es union disjunta de subconjuntos abiertos a;, donde cada q; es
homoeomorfo al intervalo (0, 1). Los conjuntos a; se denominan aristas.

¢ El borde de cada arista, @; — a;, es un subconjunto de X 0 formado por uno
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o dos puntos. Si el borde tiene dos puntos el par (@, ;) es homeomorfo al
par ([0,1],(0,1}). Si el borde tiene un solo punto (a;, a;) es homeomorfo a
(Sla St - {1})
e Unsubconjunto A C X es abierto si y sélo si AN@; es abierto para cada arista
a;.
Esta ultima condicion sélo es relevante en el caso en que el grafo posea infinitas
aristas.

Un grafo asi definido es un caso particular de una estructura fundamental en
topologia, la de CW-complejo. Los grafos son tal y como los acabamos de definir
CW-complejos de dimension 1. Los vértices se corresponden con lo que se denomina
el 0-esqueleto y las aristas (cerradas) con el 1-esqueleto.

En lo que sigue cada vez que utilicemos el término grafo nos referiremos a la
definicion 3.

Sea G = (V, A, ®) un grafo y sean V' C V y A’ C A subconjuntos siendo V*
no vacio y tales que ®(A’) C V'&V'. Claramente la tema G' = (V', A, ®,4/) esun
grafo. Decimos que G’ es un subgrafo de G.

El grado de un vértice es el niimero de aristas que tocan al vértice. Por convenio
cada lazo cuenta como dos aristas.

3. El problema de los puentes de Konigsberg

La nocion de grado de un vértice fue introducida por Euler para resolver el pro-
blema de los siete puentes de Konigsberg. Durante el siglo XVIII, la ciudad de
Konigsberg estaba dividida por el rio Pregel en cuatro zonas. Estas zonas estaban
comunicadas por siete puentes tal como muestra el siguiente esquema:

S| N | I |
e e o

Se decia que los habitantes daban paseos dominicales tratando de recorrer la
ciudad cruzando cada puente exactamente una vez y regresando al punto de inicio
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del paseo. Si representamos las regiones por vértices y los puentes que unen las
regiones por aristas obtenemos el siguiente grafo:

El problema es por tanto equivalente a encontrar un circuito que recorra cada
arista del grafo anterior exactamente una vez comenzando y acabando ¢n el mismo
veértice.

Definicién 5 Un recorrido en un grafo es una sucesion de vértices adyacentes cada
uno con el siguiente. Si el vértice inicial y final coinciden decimos que es un ciclo.
Un recorrido de Euler es un recorrido que pasa por cada arista exactamente una vez.
Si el recorrido es un ciclo decimos que es un ciclo de Euler.

Decimos que un grafo es conexo si cada par de vértices distintos se pueden unir
por un recorrido. Se tiene el siguiente resuliado que es consecuencia del principio
“todo lo que entra sale”.

Teorema 6 Un grafo (7 posee un ciclo de Euler si y solo si es conexo y cada vértice
es de grado par.

Como consecuencia inmediata de este resultado obtenemos:

Corolario 7 Un grafo G posee un recorrido de Euler que no es un ciclo, si y sélo si
es conexo y tiene exactamente dos vertices de grado impar.

De esta forma Euler probd que no existia tal recorrido. De hecho no sdlo no
existe un ciclo de Euler sino que ni siquiera existe un recorrido de Euler.

Estas ideas pueden ser aplicadas para algunos juegos conocidos.

La siguiente figura puede ser dibujada sin levantar el lapiz del papel. Ademas
comenzamos y terminamos por los veértices de grado impar
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Sin embargo es imposible hacerlo comenzando y terminando en el mismo punto
ya que no todos los vértices tienen grado par.

Otro juego conocido es aquel que pide dibujar una curva sin levantar el lapiz
del papel que atraviese exactamente una vez cada una de las paredes del siguiente
dibujo.

Si representamos cada region por un vértice (incluida la regién exterior) y
ponemos una arista por cada pared que toca dos regiones, obtenemos un grafo (el
grafo dual del mapa anterior). De esta forma el problema es equivalente a encontrar
un recorrido de Euler en este grafo. El grafo que obtenemos tiene tres vértices de
grado impar y por tanto el problema no posee solucion.

4. Grafos planos y mapas

Entre los tipos de grafos que existen podemos destacar dos de relevante im-
portancia: los completos y los bipartitos. Un grafo se dice que es completo si es
simple, es decir no posee lazos ni aristas miiltiples, y cada par de vértices son adya-
centes. Notamos por K, a un grafo completo de n vértices. Si dado un grafo simple
podemos dar una particién del conjunto de vértices en dos conjuntos disjuntos de
manera que cada vértice de un conjunto de la particion es adyacente exactamente
con todos los vértices del otro conjunto de la particién, entonces decimos que el
grafo es bipartito. Sip y q son el niimero de vértices de cada uno de los conjuntos
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de la particion denotamos a este grafo por K, .

Sean G = (VL A, @)y G = (V', A, ®') dos grafos. Un homomorfismo entre
ellos 2: G — G’ consiste en un par de aplicaciones o: V — V'y7: A — A'tales que
si ®(a) = [v1, va], entonces ®'(Ta) = [ovy, ov2]. Si oy 7 son biyectivas decimos
que §2 es un isomorfismo y que los grafos G y G’ son isomorfos. Esencialmente dos
grafos son isomorfos si son iguales salvo un cambio de nombre de sus vértices. Asi
por ejemplo todos los grafos de tipo K, son isomorfos ente si y analogamente todos
los det tipo K, 4.

Dos grafos se dicen que son homeomorfos si pueden ser obtenidos a partir de
grafos isomorfos afiadiendo a sus aristas nuevos vértices de grado dos. Es decir, si
son isomorfos salvo vértices de grado dos.

Decimos que un grafo es plano cuando puede ser dibujado en el plano de forma
que las aristas no presenten intersecciones salvo en sus vertices. Es facil ver que K,
Ky, K3y K4 son grafos planos dando una representacion de ellos sin intersecciones,
sin embargo esto no es posible para K5 con lo cual K5 es un grafo no plano. Por otro
lado los grafos del tipo K, con p 0 ¢ menor estrictamente que 3 son claramente
planos mientras que K53 no lo es.

La importancia de estos grafos es que caracterizan la planaridad de un grafo. El
siguiente resultado se debe a Kuratowski.

Teorema 8 Un grafo es plano si y sélo si no contiene ningun subgrafo homeomorfo
a KsoaKsys. '

En este punto es interesante hacer notar que a cada grafo G se le puede asociar
un espacio topoldgico |G|, su realizacion geométrica, que es un grafo en el sentido
de la definicion 4. Asi resulta que GG es conexo si y s6lo si lo es su realizacion
geométrica |G| como espacio topologico, y dos grafos G y G’ son homeomorfos si
sus realizaciones |G| y |G'| lo son en el sentido topoldgico. Con este punto de vista
la planaridad de un grafo es equivalente a que su realizaciéon pueda ser encajada en
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el plano (o en la esfera). Debemos hacer notar también que cualquier grafo puede
ser realizado en el espacio de tres dimensiones.

Por un mapa entenderemos un dibujo particular de un grafo conexo y plano (¢ en
el plano. Un mapa divide el plano en componentes conexas a las que denominamos
regiones. Decimos que dos regiones son adyacentes si tienen una arista en comin.

Podemos asociar a cada mapa su grafo dual que resulta ser siempre un grafo
plano. A cadaregion del mapa se le asocia un vértice y siempre que dos regiones, no
necesariamente distintas, tengan una arista en comun unimos los vértices correspon-
dientes por una arista, tantas como aristas en comun posean las correspondientes
regiones.

Para grafos planos se verifica la famosa formula de Euler para poliedros.

Teorema 9 Sea G es un grafo plano conexo. Si v, a y r denotan respectivamente el
numero de vertices, aristas y regiones(incluida la exterior), entonces se cumple:

v—a+r=2

Un k-coloreado de unmapa consiste en asociar a cada region del mapa un color de
forma que regiones adyacentes no reciban el mismo color y utilizando exactamente
k colores. Cuando existe un k-coloreado de un mapa decimos que es k-coloreable.
Analogamente se puede definir lo que se entiende por un k-coloreado de un grafo.
Un k-coloreado de un grafo consiste en, utilizando exactamente k colores, asociar a
cada vértice del grafo un color de forma que vértices adyacentes no reciban el mismo
color. Cuando existe un k-coloreado de un grafo decimos que es k-coloreable.

En general pueden ser necesarios muchos colores para colorear un cierto grafo.
Es claro que para colorear K, se necesitan n colores.

El problema de k-colorear un mapa es equivalente al de k-colorear su grafo dual
en el sentido que uno se puede si y so6lo si se puede el otro. La restriccion que da
el hecho de ser siempre plano el grafo dual de un mapa es un hecho crucial para
determinar el nimero de colores que se necesitan.
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5. El problema de los cuatro colores

En sus inicios ¢l problema de los cuatro colores aparece como un problema
de coloreado de mapas. Como ya hemos dicho se puede asociar a cada mapa un
grafo, su grafo dual, y convertir este problema en un problema de grafos. Fue en
1976 cuando Appel y Haken resolvieron el problema utilizando para ello la ayuda
de computadoras e introduciendo de esta manera un nuevo sentido en el concepto
de demostracion matematica. Las raices de este problema se situan casi un siglo y
medio antes.

En 1852 Francis Guthrie que habia sido estudiante de De Morgan en Londres
escribe a su hermano Frederick, que era en ese momento estudiante de De Morgan,
y le dice que esta convencido que los paises de cualquier mapa pueden ser siempre
coloreados con cuatro colores de manera que paises vecinos posean diferentes colores
y le pregunta si existe alguna manera de probar esto matematicamente. El término
pais vecino ha de entenderse como paises adyacentes a lo largo de una linea fronteriza
y 1o por un punto o una cantidad finita de puntos, ya que de lo contrario es facil dar
ejemplos de que son necesarios mas de cuatro colores. Por otro lado el término pais
hemos de entenderlo como una region conexa del plano, de lo contrario tampoco
es dificil ver que existen ejemplos sencillos que necesitarian mas de cuatro colores.
Desde luego hay mapas que precisan cuatro colores.

Frederick a su vez plantea la pregunta a De Morgan quien fue incapaz de decidir
sobre la certeza o falsedad del problema. De Morgan inmediatamente comunica el
problema a Hamilton, quien no se interesa mucho por él. De Morgan comunicé el
problema a otros matematicos que empezaron a trabajar sobre él. Charles Peirce en
1860 trato de probar la conjetura y a lo largo de su vida mantuvo un vivo interes
por el problema. Arthur Cayley, quién también conocia el problema a través de
De Morgan, propuso el problema a la Sociedad Matematica Londinense en 1878
incapaz de decidir si ¢l resultado era cierto o no. Aproximadamente un afio después
aparece una prueba del teorema que permaneceria incuestionable durante mas de
una década hasta que Heawood, en 1890, muestra que la prueba era incorrecta. Esta
primera prueba se debe a Kempe quién utilizo un argumento c¢onocido como métedo
de las cadenas de Kempe. Aunque incompleta, la prueba dada por Kempe contiene
en esencia las ideas basicas que condujeron un siglo mas tarde a la prueba correcta.

La demostracion de Kempe hace uso del concepto de mapa normal. Un mapa
se dice que es normal si ninguna region incluye a otra region y si en cada punto
se encuentran exactamente tres regiones. En estos mapas no hay regiones con 1
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borde. Si un mapa no es normal podemos modificarlo de forma que se obtenga
uno normal que para ser coloreado necesita al menos €l mismo nimero de colores
que el primero. Por tanto si existe un mapa que necesita al menos 5 colores debe
también existir uno normal que necesite 5. Ademds, si existe, habra uno minimal
en el sentido del numero de regiones. Es decir, uno tal que si eliminamos una de las
regiones ya se pueda colorear con sdlo 4. De esta forma si probamos que no hay
ningun mapa minimal normal que necesite 5 colores habriamos probado la conjetura
sobre los cuatro colores. Sillamamos v al nimero de vértices del mapa, a al numero
de aristas y r al nimero de regiones del mapa (incluida la region exterior), la formula
de Euler nos dice que:
v—a+r=2.

Por otro lado al ser cada vértice la interseccion de tres regiones debe haber tres
aristas por cada vértice, pero teniendo en cuenta que en cada arista hay dos vértices
se ha de cumplir:

3v = 2a.

Asi sustitiyendo en la formula de Euler llegamos a que
or — 2a = 12.

Si ahora llamamos p, al numero de regiones con exactamente 1 bordes, y si NV es el
mayor numero de bordes que aparece, tenemos que el nimero de caras viene dado
por

T=p+p3+...+ Pn,

y el nimero de aristas (contadas dos veces) por
2a = 2p; + 3ps + ...+ Npy.
Relacionando las tres ultimas igualdades obtenidas llegamos a la siguiente igualdad:
dps +3ps+2ps+ps ~pr— ...~ (N - 6)py = 12.

Como cada p,, es positivo o nulo y teniendo en cuenta el signo con el que aparecen,
para que la suma total sea positiva al menos uno de los nimeros pa, p3, p4 0 p5 debe
ser positivo. O dicho en otros términos, alguna region debe tener o dos o tres o
cuatro o cinco bordes. Es por tanto “inevitable” que alguna de estas configuraciones
se de en un mapa normal. Al conjunto formado por una region con dos bordes, una
region con tres bordes, una con cuatro y otra con cinco bordes es a lo que llamamos
un conjunto de configuraciones inevitables.
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Las siguientes serian las cuatro configuraciones inevitables que hemos obtenido
junto con sus grafos duales asociados:

ORI ENENDE 10
Y @ &L

El punto crucial en la prueba de Kempe e¢s la afirmacién de que ningtin mapa
minimal normal que necesite cinco colores contiene una de estas configuraciones.
Si esto es asi la unica posibilidad es que no exista tal mapa y estaria probada la
conjetura.

Claramente las dos primeras configuraciones no pueden aparecer en un mapa
minimal que necesite cinco colores ya que si las eliminamos momentaneamente, por
la minimalidad, podriamos cuatro-colorear el resto de regiones y como no mas de
tres las rodean, si las volvemos a adjuntar ain tendriamos un color libre para ellas.
Esto contradiria que el mapa inicial necesitase cinco colores.

Estas configuraciones son “reducibles™ en el sentido que no alteran la cuatro-
coloreabilidad si se afiaden a un mapa. O dicho en otro términos en un mapa que
necesite cinco colores y en el que estas configuraciones se presenten se puede reducir
el nimero de paises sin que este mapa pierda el caracter de necesitar cinco colores.

El argumento para la region con cuatro bordes hace uso de la siguiente idea.
Supongamos que tenemos cuatro colores en el borde de la region, ordenados como
1,2,3 y 4 (sino es asi tenemos un color libre y podemos cuatro colorear). Pueden
ocurrir dos cosas: o bien 1y 3 estan conectados por una cadena de paises adyacentes
alternativamente coloreados 1, 3 o bien no lo estdn. Caso de que no lo esten podemos
intercambiar 1 por 3 desde el borde coloreado con 1 y de esta forma queda un color
libre y podemos cuatro colorear. Asi el caso problematico es que si esten conectados
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de esta forma. Pero en este ultimo caso 2 y 4 no estan conectados y se puede
argumentar como antes.

Hasta este punto la demostracién dada por Kempe es correcta, pero probo de
manera erronea que ningun mapa minimal de cinco colores podia contener la dltima
configuracion de cinco bordes con un argumento similar al anterior. Heawood sefialo
este error indicando que la dltima configuracion no era reducible, y que tal error no
parecia facil de subsanar. Es obvio por el desarrollo dado por Kempe que todo mapa
es 6-coloreable. Pero de hecho lo que si se puede demostrar con el método de las
cadenas de Kempe, y asi lo hizo Heawood, es que cinco colores bastan para colorear
cualquier mapa.

Tanto Kempe como Guthrie habian considerado siempre mapas sobre el plano
(0 equivalentemente sobre una esfera). En una linea de generalizacion del problema
Heawood considerd mapas sobre otras superficies. El estudio hecho por Heawood
junto con el trabajo posterior de Ringel y Young permitié establecer el mimero
minimo de colores para colorear cualquier mapa sobre cualquier superficie, jexcepto
la esferal. De esta forma el problema de los cuatro colores permanecia abierto y
mostraba tener una especial dificultad.

6. La prueba de Appel y Haken

La demostracion dada por Kempe podria ser calificada como un intento de hallar
un conjunto inevitable de configuraciones irreducibles. Siuntal conjunto existiese la
conjetura de los cuatro colores estaria probada, porque ello implicaria que todo mapa
contiene una configuracion que no puede formar parte de ningan mapa minimal que
requiera cinco colores, y de esto se seguiria la inexistencia de un tal mapa.

Esto es exactamente lo que hicieron Appel y Haken, hallar un conjunto inevitable
de configuraciones irreducibles, pero con la diferencia que en lugar de las cuatro
sencillas configuraciones inevitables de Kempe su conjunto inevitable tenia 1482
configuraciones complejas.

El trabajo de Apple y Haken fue el proceso final de un largo trabajo en el que
intervinieron muchos matematicos.

Birkhoff habia mejorado las técnicas de reduccion de Kempe y estos resultados
se utilizaron para establecer la reductibilidad de muchas y mayores configuraciones
que las estudiadas por Kempe. Utilizando esto Franklin probo que la conjetura era
cierta para mapas con menos de 22 regiones. Hacia 1950 el mejor resultado que se
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conocia era que todo mapa con menos de 36 regiones era 4 coloreable.

Heesch describio el mapa mediante su grafo dual, asi la condicion de normalidad
se transformaba en considerar triangulaciones, es decir, grafos cuyas regiones son
triangulos. Ademas por el trabajo de Kempe los vértices del grafo se pueden tomar
siempre de grado al menos cinco. En términos de grafos una configuracion es una
parte de una triangulacion formada por un conjunto de vértices mas todas las aristas
que los conectan. Al ciclo frontera formado por todos los vértices adyacentes a la
configuracién junto con las aristas que los unen es a lo que se denomina el anillo
de la configuracion. El tamafio del anillo es el nimero de vértices que tiene. La
dificultad para comprobar que una configuracion es reducible guarda relacion directa
con el tamatiio del anillo de la configuracién.

A partir de los trabajos de Heesch la teoria sobre configuraciones reducibles
estaba perfectamente desarrollada, y aunque Appel y Haken perfeccionaron algunos
metodos de verificacion de reducibilidad, se puede decir que 1as ideas basicas estaban
va establecidas. Por el contrario el problema de hallar configuraciones inevitables
préacticamente no habia sido desarrollado.

Al objeto de hallar conjuntos inevitables de configuraciones Heesch habia in-
troducido, aunque en forma bastante rudimentaria, el método de descarga. Este
método es la idea clave en la demostracion del teorema de los cuatro colores.

Como ya hemos dicho podemos suponer grafos cuyos vértices tienen todos grado
igual o superior a cinco. El método de descarga consiste en asignar a cada vértice
un namero (la carga) de manera que la suma total de cargas sea 12 y a continuacion
redistribuirla por alguna regla de forma que la carga total permanezca constante como
si de una red eléctrica se tratase. Por el trabajo de Kempe sabemos que esto siempre
se puede hacer asignando a cada vértice de grado % la carga 6 — k. Asi los vértices
de grado mayor que 6 tienen carga negativa y los de grado 5 son los tinicos con
carga positiva. Si para un grafo arbitrario se da un proceso de descarga especifico es
posible hacer una lista finita de todas las configuraciones que tras efectuar el proceso
de descarga contiene vértices con carga positiva. Como la carga total es positiva
habra siempre vértices con carga positiva. De esta forma, al estar incluidos en la
lista de configuraciones asi formada todos los posibles receptores de carga positiva,
toda triangulacién ha de contener al menos una de estas configuraciones.

Consideremos, por ejemplo, el proceso de descarga que consiste en enviar 1/5
desde cada vértice de grado cinco hasta sus vértices adyacentes que tengan grado
siete o superior. Para que un vértice de grado cinco tenga carga positiva al final del
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proceso o bien tiene un vértice adyacente de grado cinco, o bien uno de grado seis.
Un vértice de grado seis nunca acaba con carga positiva. La unica forma en que un
vértice de grado siete llegue a tener carga positiva es que tenga al menos seis vertices
adyacentes de grado cinco, pero en este caso necesariamente al menos dos de ellos
estaran unidos por una arista como en el primer case. En cuanto a vértices de grado
ocho o superior es claro que con este proceso de descarga nunca podran llegar a ser
positivos. De esta forma el conjunto inevitable asociado tiene dos configuraciones
(0o reducibles): un par de vértices de grado cinco unidos por una arista, y un vértice
de grado cinco unido por una arista a un vértice de grado seis.

Appe! y Haken perfeccionaron los procesos de descarga para conseguir confi-
guraciones que tuvieran un tamafio de anillo razonable al aplicar los algoritmos que
daban la reducibilidad. Pensemos que mil configuraciones de anillo 18 hubieran
estado fuera del alcance de cualquier comprobacion sobre su reductibilidad con
el mds potente de los ordenadores. Analizaron el problema probabilisticamente
y estimaron que era alta la probabilidad de encontrar configuraciones de anillo
de tamafio alrededor de 16 que fuesen reducibles. Para esto, en un trabajo de
ensayo y error con el ordenador que se prolongé por un periodo de varios afios,
estudiaron procesos de descarga que evitaban ciertos obstaculos a la reduccion y
fueron sucesivamente modificando sus diferentes métodos de descarga. Enun uitimo
paso y con la ayuda de Koch se modificaron y perfeccionaron los métodos para
comprobar la reduccién del conjunto de configuraciones inevitables que se habia
obtenido. Consiguieron trabajar con configuraciones de anillo no superior a 14
y comprobar que todas las configuraciones inevitables obtenidas eran reducibles
invirtiendo para ello 1200 horas de ordenador. Finalmente en junio de 1976 s¢ habia
establecido el teorema.



67

7. Algunos comentarios

Muchas son las anecdotas y hechos curiosos que se pueden dar relacionadas de
una u otra forma con el teorema de los cuatro colores. Se cuenta que Minkowski
dijo en una ocasion a sus alumnos que el teorema no habia sido demostrado porque
unicamente matematicos de tercera fila habian trabajado sobre él. Asimismo afirmé
que creia que €l era capaz de probarlo. Mucho tiempo mas tarde admitié que su
prueba también tenia un defecto y dijo que parecia que ¢l cielo estaba enojado con
¢l por su arrogancia.

En 1975, un afio antes de la publicacion de la prueba por Appel y Haken, Martin
Gardner, publicé en la revista Scientific American un articulo en el que mostraba
un mapa que, decia Gardner, necesitaba cinco colores para dar una coloracion,
mostrando con esto que la conjetura sobre los cuatro colores era falsa. Lo cierto es
que era uno de Abril y Gardner estaba gastando una (pesada) broma del dia de los
Santos Inocentes, hecho que traeria una cierta polémica en el mundo cientifico.

Elhecho que la prueba de Appel y Haken necesitase para su comprobacion el uso
de potentes ordenadores durante muchas horas y no fuese posible realizarla manual-
mente hizo que durante un largo periodo de tiempo no fuese admitida por muchos
matematicos. Muchos trataron de buscar pruebas indirectas y otros pensaron incluso
que el resultado podria ser falso y que mas tarde o mds temprano se encontraria un
error en el proceso de demostracion. Pensemos que a lo largo de los afios impor-
tantes matematicos llegaron a pensar que el resultado era falso y dedicaron mucho
tiempo a buscar un contragjemplo. De hecho, la misma técnica de demostracion
busca obstrucciones a la existencia de tal contrejemplo. Poco a poco el resultado
fue admitido y en la actualidad nadie duda de su veracidad. En este sentido es
importante sefialar que la prueba se simplificé y se redujeron significativamente los
casos a estudiar hasta 633. Recientemente Robertson, Sanders, Seymour y Thomas
han dado una prueba mas simple del teorema, despejando aun mas, de esta forma,
la sombra de duda que tenia la prueba dada por Appel y Haken.

Pruebas indirectas del teorema se siguen buscando. Citemos como algo curiosoy
destacable que Luis Lechuga, de la Universidad de Malaga, en su tesis doctoral sobre
complejidad algoritmica en homotopia racional relacionaba, en un resultado lateral
de la linea de su trabajo, la colorabilidad de un grafo con una propiedad de ciertos
modelos minimales. Concretamente a cada natural & y a cada grafo G asociaba un
modelo minimal S¢ &, que es una cierta algebra graduada diferencial, y demostraba
lo siguiente: La k-coloreabilidad del grafo es equivalente a que el modelo S
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sea eliptico. Aunque queda el problema de ver en el modelo que significa que el
grafo sea plano, esta podria ser una linea alternativa para dar una demostracién del
problema (quizas tan dificil o complicada como la de Appel y Haken, o quizas no)
usando técnicas de la teoria de homotopia racional.
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