Geometria inversiva

por

Luis Ugarte Vilumbrales

En la geometria inversiva la idea de reflexi6n en una recta se extiende a una circunfer-
encia definiendo una reflexi6én o inversién respecto de ella. La Seccién 1 introduce
este concepto y muestra sus propiedades mas importantes. La transformacién por
inversién es especialmente til por su capacidad simplificadora de algunas figuras
geométricas planas; en la Secci6n 2 utilizamos la inversién en el estudio de algunos
problemas cldsicos de la geometria euclidea plana, entre los que se encuentra el
teorema de construccién de Mohr-Mascheroni, que asegura que toda construccion
geométrica realizada con regla y compés puede realizarse utilizando exclusivamente
el compds. Finalmente, 1a Seccién 3 se dedica a la introduccion del grupo inversivo,
que nos permite dar una definicién rigurosa de geometria inversiva.

1 Inversion respecto de una circunferencia

Aunque parece probable que algunas ideas sobre la inversion apareciesen ya en
la obra perdida de Apolonio (aprox. 262-200 A.C.) Lugares geométricos planos,
lo que sf es claro es que la nocién de puntos inversamente relacionados era bien
conocida en el siglo X VL Sin embargo, la utilizacién de la inversién en el estudio de
problemas geométricos en el plano euclideo, como los que tratamos en la Seccién 2,
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no tiene su aparicién hasta el siglo XIX. La definicién de inversion respecto de una
cicunferencia es muy sencilla:

Definicion 1. Fijemos en el plano una circunferencia £(0, r) de centro O y radio
7. Para cada punto P distinto de O, el punto inverso de P respecto de Y es el punto
P’ de larecta OP que cumple que OP - OP' = r2.

De aquf en adelante, la expresién AB significa distancia con signo entre los
puntos A y B (suponemos que hemos fijado en la recta que pasa por Ay B un
sentido que consideramos positivo), mientras que la expresién AB se reserva para
la distancia absoluta entre A y B. Asf, la expresién OP - OP' = 72 en la definicién
anterior nos dice que P’ siempre estd al mismo lado que P respecto de O.

Nos referiremos a %(0, r) como la circunferencia de inversién y diremos que
el punto O es el centro de inversion.

Propiedades que se obtienen de manera
inmediata: siel punto P es exterior a la cir-
cunferencia X, es decir, OP > r, entonces
OP' < r, 0 sea, el inverso de 7 es interior a
3%; si el punto P es interior a 3 entonces su
inverso es exterior a X; por tltimo, los pun-
tos de la circunferencia ¥ quedan fijos en la
inversién.

Figura 1

Por otro lado, si E? denota el plano euclideo e 7 1a aplicacién inversién respecto
de (0, r), observamos que Z: E? — {O} — E? — {0} es biyectiva. Ademds, es
claro que el inverso del inverso de P es el propio P, es decir, T oZ = id o, dicho de
otro modo, la inversién es una transformacién involutiva.

Cuando el punto P se acerca al centro de inversién O, su inverso P’ se aleja
infinitamente de O, por lo que si queremos extender la aplicacién 7 a todo el plano
euclideo E? necesitaremos ampliar el plano con un punto ideal. (Esta idea es
precisamente la de compactificar el plano afiadiéndole un punto, lo que lo identifica
con la esfera. De hecho, esta identificacién se puede obtener mediante la conocida
aplicacién estereogrifica, la cual se puede definir a su vez mediante una inversién
en el espacio £? como veremos m4s adelante.) Asi, afiadiendo un punto ideal oo al
plano E? y extendiendo la aplicacién inversién Z a todo E2 U {oo} por Z(0Q) = o
e Z(o0o) = O, obtenemos que la inversién Z define una transformacion involutiva de
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E?U {00} en simismo. El plano E?U {co} se suele denominar plano inversivoy el
punto ideal oo se considera como perteneciente a toda recta del plano. Es ttil tener
esta idea en mente para entender mejor las propiedades que vemos a continuacién.

Podemos invertir punto a punto cualquier curva C respecto de (0, r), y deno-
taremos por C’ la curvainversa. Yasabemos que ¥’ = X. A continuacién obtenemos
las inversas de las curvas mds simples: rectas y circunferencias.

Proposicién 2. La inversa de una recta l que pasa por el centro de inversidn
es la propia l, es decir, I' = 1.

La demostracién es inmediata, pero cabe observar que la recta [ queda fija en
conjunto, y no punto a punto como sucedfa con 2.

Proposicién 3. La inverse de una recta | que no pasa por el centro de in-
versidn O es una circunferencia l' que pasa por O.

Demostracién: Sea A el pie de la perpendicular a ! trazada desde el punto O, y
tomemos un punto cualquiera Pde [ (ver Figura 2). Los inversos A’y P’ delos puntos
Ay P verifican, por la propia definicién de inverso, que OA-OA' = 72 = OP-OP".
Esto implica que OP'/OA’ = OA/OP y, por tanto, los tridngulos OFP'A’y OAP
son semejantes. En particular, el 4ngulo OP'A' = OAP = m/2, por lo que cuando
P recorre la recta | el punto P’ recorrerd una curva [’ tal que desde cualquier punto
de ella se ve el segmento OA’ bajo un dngulo recto. Ahora bien, es claro que la
unica curva [’ con esta propiedad es la circunferencia de didmetro O A’ |

Figura 2

De forma angloga al resultado anterior se prueba la siguiente:
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Proposicién 4. La tnversa de una circunferencia I' que pasa por el centro de
inversién O es una recta IV que no pasa por O.

Recordemos que dado un punto fijo O del plano y un nimero real k > 0, la
transformaci6n del plano E? que lleva cada punto P a un punto @ tal que OQ =
k - OP se denomina homotecia de centro O y razdn k. Es fécil comprobar que
la composicién de dos inversiones respecto de dos circunferencias concéntricas es
una homotecia. Enunciamos el siguiente resultado sin demostracién.

pX(1Xy)

Figura 3

Proposicién 5. La inversa de una circunferencia I' que no pasa por el ceniro
de inversidén O es una circunferencia IV que tampoco pasa por O. Mds ain, IV
es la imagen de I’ via una homotecia de centro O.

Laimagen de una circunferencia por una homotecia # es otra circunferencia cuyo
centro es la imagen por H del centro de la primera. Sin embargo, en las condiciones
de 1a Proposicién 5, el centro de la circunferencia I' no se invierte en el centro de I'.
Este hecho, que en principio podria parecer “problemético”, representa en realidad
una gran ventaja de la inversién como transformacién simplificadora ya que permite
invertir dos circunferencias cualesquiera que no se corten en dos circunferencias
concéntricas (en la Secci6n 2.2 demostraremos esta propiedad y la utilizaremos en
el estudio de las cadenas de Steiner).

Una recta en el plano inversivo £2U {oo} puede pensarse como una circunferen-
cia que pasa por el punto ideal oo. Asf, es muy habitual encontrar en la bibliografia
que por ‘circunferencia’se entienda tanto una recta como una circunferencia en el
sentido usual. Las proposiciones anteriores se resumen en:

1Por falta de espacio algunos resultados de esta seccién se dejan sin demostrar. Una
prueba completa de ellos se puede encontrar en el libro de Howard Eves, Estudio de las
Geometrias, Tomo 1, Ed. UTEHA, 1969.
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Teorema 6. La inversién respecto de une circunferencia es una transfor-
macidén que lleva ‘circunferencias’ a ‘circunferencias’.

Otra importante propiedad de la inversién es que conserva los dngulos entre
curvas, es decir, la inversién es una transformacién conforme. Sean C; y Cy dos
curvas (que suponemos suficientemente regulares) que se cortan en un punto P
distinto del centro de inversién O. Sea o el 4ngulo formado por las tangentesa C; y
C, en el punto P. Entonces las tangentes a las curvas inversas C'; y C' en el punto
P’ también forman un dngulo a.

Figura 4

Teorema 7. La inversidn es una transformacidon conforme, es decir, conserva
la magnitud de los dngulos, aunque invierte su sentido.

En particular, la inversién conserva tangencia (¢ = 0) y ortogonalidad (o = 7 /2)
de ‘circunferencias’.

Existe una estrecha relacién entre puntos inversos y ortogonalidad de circunfer-
encias, como se pone de manifiesto en la siguiente:

Proposicién 8. Si P y P’ son puntos inversos respecto de la circunferencia
¥, entonces cualquier circunferencia que pase por P y P' cortard a ¥ ortogo-
nalmente.

Sin embargo, la inversién no es una isometria, es decir, no conserva la distancia
entre puntos. En concreto, se tiene:
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Teorema 9. Sean P, P' y Q,Q dos pares de puntos inversos respecto de
%(0,r). Entonces, P'Q' = PQ - (r?/OP - 0Q).

El concepto de inversién respecto de una circunferencia es generalizable a
cualquier dimensién n > 3 de la siguiente manera: tomemos una esfera (n — 1)-
dimensional ¥"~!(O, r), de centro un punto O del espacio euclideo n-dimensional
E™ y radio r > 0, y definamos el inverso de un punto P # O como el punto P’ de
la recta OP que cumple que OP - OFP' = r?. La transformacién asf definida posec
las mismas propiedades que las que hemos visto para la inversién en el plano, pero
trasladdndolas a la dimensién correspondiente.

Asi, el Teorema 6 en el espacio (n = 3) nos dice que las esferas y los planos
se invierten, respecto de la esfera £2(O, 1), en esferas o planos segfin pasen o no
por el centro de inversién O. Pero podemos también invertir curvas y superficies
cualesquiera, lo que nos permite generar nuevas curvas y superficies?,

En este contexto, Ia conocida proyeccion estereogréfica no es més que Ia trans-
formacién de una esfera en un plano por una inversién adecuada: Sean N y S dos
puntos distintos del espacio euclideo y sea M el punto medio del segmento N S.
Consideremos la esfera de inversién L2(IV, (v2/2) - NS), de centro el punto N y
radio (+/2/2) - NS. Entonces, la esfera T'? de dismetro el segmento NS se invierte
enel plano I2U {00} que pasa por M y es perpendicular a N S (ver Figura 5). La apli-
cacién hp:T? — 12 U {oco} obtenida de esta forma es precisamente la proyeccién
estercografica usual que proyecta desde el polo norte V los puntos de la esfera I en
el plano /2 U {oo}. (Observar que la proyeccién hg: I'2 — 12U {00} desde el polo
sur S de T2 se obtiene al considerar £2(S, (v/2/2) - NS) como esfera de inversién.)
La proyecci6n estereogrifica permite entonces obtener una representacién sobre el
plano de cualquier figura situada sobre la esfera, lo que proporciona un método para
construir mapas geogréficos. El Teorema 7 garantiza la conservacién de los d4ngulos
en los mapas construidos de esta forma.

2En el reciente libro de Alfred Gray, Medern Differential Geometry of Curves and Sur-
faces with Mathematica, CRC Press, 1998, se estudia, desde el punto de vista de la geometria
diferencial, la imagen de curvas y superficies bajo una inversién. El programa Mathematica
es utilizado para visualizar las nuevas curvas y superficies obtenidas de esta manera.
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Figura 5

Finalmente, cabe observar que la inversién en el plano puede a su vez ser
obtenida a partir de las proyecciones estereogréficas hy y hs. En efecto, iden-
tificando el plano euclideo E* con {? es ficil probar que la aplicacién compuesta
hyohgl: E?U{oo} — E?U{oo} es precisamente la aplicaci6n inversién respecto
de la circunferencia (M, NS/2).

2 Algunas aplicaciones de la inversion

En esta seccidn estudiamos, haciendo uso de la inversién, el problema de Apolonio,
algunas propiedades de las cadenas de Steiner, los mecanismos articulados de Peau-
cellier y Hart para trazar una recta, y demostramos el teorema de Mohr-Mascheroni
que nos dice que toda construccién realizada con regla y comp4s puede realizarse
igualmente utilizando sélo el compés.

2.1 El problema de Apolonio

Apolonio marc6, junto con Euclides y Arquimedes, el apogeo de la geometria gr-
iega. Se gané el titulo de “El mayor gedmetra” entre sus contemporancos por
su extraordinaria obra Secciones cdnicas, la cual contiene unas 400 proposiciones
recogidas en 8 libros que sustituyeron a todos los trabajos anteriores sobre el tema.
De entre otros seis tratados que también se le atribuyen a Apolonio, el titulado Tan-
gencias plantea el problema de la construccién de una circunferencia tangente a tres
circunferecias dadas X, ¥, y X3, donde cada una de las X; puede asumir indepen-
dientemente cualquiera de las formas degeneradas de recta o punto. Este problema,
que ha atraido Ia atencién de muchos matemdticos, se conoce como el problema de
Apolonio. De entre las 10 posibilidades para la terna (X, X2, X3), lamds interesante
es sin duda aquelia en la que cada X; es una circunferencia. El mimero de soluciones
de este problema depende de cémo estén situadas las circunferencias £, Yo y Y en
el plano, d4ndose situaciones en las que no existe ninguna circunferencia tangente
a las tres dadas. Una situacién de este tipo es facil de imaginar: basta tomar una de
las circunferencias ¥; dentro de otra.
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El problema de Apolonio fue considerado durante siglos como muy dificil, hasta
que Jacob Steiner (1796-1863) encontr$ una solucién muy simple basada en la in-
versién. Sean X;, ¥, y X3 tres circunferencias colocadas como en la Figura 6, y
queremos encontrar una circunferencia X tangente a las 3; a la vez. Este problema
se reduce facilmente al problema degenerado de Apolonio de encontrar una circun-
ferencia & que pase por un punto dado y sea tangente a dos circunferencias dadas.
En efecto, llamando O; al centro de X; y r; a su radio, si la circunferencia (O, r)
de 1a Figura 6 es tangente a las tres circunferencias dadas 3, 22 y L3, entonces la
circunferencia (O, r + ;) pasa por el punto O, y es tangente a 59(00,70 —11) ¥
$3(0s, 13 — 11).

2,
Figura 6

Por lo tanto, para resolver el problema de Apolonio sélo queda demostrar que
dado un punto O y dos circunferencias ¥ y 3 como en la Figura 6, exisie una
circunferencia ¥ tangente a £, y £3 pasando por Oy. Pero invirtiendo $,5, v
22 con O; como ceniro de inversién (no importa el radio de inversion) y hamendo
uso de las Proposiciones 4, 5 y el Teorema 7 obtenemos la Figura 7, con lo que el
problema se traduce en encontrar la recta & correspondiente que es tangente a las
circunferencias E y E’ Luego, una de las 4 tangentes comunes a >4 y 5% nos
proporcionari la c1rcunferencia 3 buscada en la Figura 6, y asf este problema de
Apolonio queda resuelto.
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Figura 7

Pero, ;cudntas soluciones distintas podemos encontrar? Uno puede ver que
existen 8 soluciones en la situacién de la Figura 6: la circunferencia ¥ buscada
puede ser exteriormente tangente a las tres circunferencias dadas, puede rodear a
las tres, puede rodear dos de ellas y no la tercera (3 soluciones) o puede rodear una
y no las otras dos (3 soluciones). El problema que hemos resuclto corresponde al
primer caso, pero se puede proceder de manera similar para obtener las restantes

soluciones.

Una situacién con sélo 4 soluciones surge cuando se toman tres circunferencias
concurrentes en un punto.

2.2 Cadenas de Steiner

Como otra muestra de la utilidad de la inversién en la resolucién de algunos pro-
blemas clésicos de la geometria plana, vamos a considerar el siguiente problema:
dadas dos circunferencias ¥; y ¥» que no se cortan, consideremos circunferencias
I'1, T3, ... de manera que cada I'; seatangente a £, £ y I';_1, para ¢ > 2. Siexiste
un nidmero natural N tal que Iy es tangente a 3,, ¥, I'y_y y I'; entonces se dice
que {T;}Y, es una cadena de Steiner para ¥y y E,. Es claro que la existencia de
tales cadenas depende de ¢6mo estén colocadas 3; y 3, en el plano. Las Figuras 8
y 9 muestran dos ejemplos de cadenas de Steiner.

Tacob Steiner estudié estas configuraciones usando el poder simplificador de la
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inversi6n, y dio respuesta a cuestiones como las siguientes:

Cuestién 1. Supongamos que Z; y X, admiten una cadena de Steiner {I';}¥ ;.
(Es unica dicha cadena? En el caso de no ser dnica, jcudntas cadenas de Steiner
existen, y cudntas circunferencias tiene cada cadena?

Cuestién 2. Sea {T';}¥., una cadena de Steiner para ) y X,. ;Sobre qué curva
estdn los puntos de contacto de las circunferencias I;? ;Y sus centros?

Para responder a la primera cuestién vamos a demostrar primero que “dos cir-
cunferencias £y y Yo que no se cortan siempre se pueden tnvertir en dos cir-
cunferencias L] y X que sean concéntricas.” Para ello, tomemos 2 y 2 dos
circunferencias ortogonales a ¥, y 2, a la vez, las cuales se cortardn en dos puntos
Ay B (Figura 10). Si elegimos por ¢jemplo el punto A como centro de inversién
entonces, debido a que la ortogonalidad se conserva en la inversion, obtenemos que

1, % L 31,35, Ahora bien, como las circunferencias §2; y 2 pasan por A, las
Proposiciones 4 y 5 nos dicen que €2} y §%, son dos rectas distintas ortogonales a las
circunferencias X y Xj a la vez. Pero una recta ortogonal a una circunferencia es
un didmetro de ella y, por tanto, ¥} y X} deben ser concéntricas. Ademds, como
indica la Figura 11, el punto B’ = Q) N Q, inverso de B es el centro de 2} y ZJ,.
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Haciendo uso de la propiedad que acabamos de demostrar, la Cuestién 1 tiene
una respuesta inmediata. En efecto, al invertir £; y ¥ en dos circunferencias
concéntricas ¥, y T, la cadena {T';}/¥, se invierte en una cadena de Steiner {I'}}\Y,
para ¥} y X%, donde obviamente todas las I} tienen el mismo radio (Figura 12).

Figura 12

Podemos ahora girar un cierto 4ngulo « la cadena {I}}Y, para obtener una
nueva cadena de Steiner {T', ;} ¥ | para 3 y ¥}, la cual corresponderé a una nueva
cadena de Steiner {3 }2, para las circunferencias iniciales 2 y 2o, Es claro que
esto puede hacerse para infinitos valores de a, con lo que hemos demostrado:

Proposicién 10. Si dos circunferencias ¥y, y Lo que no se corten admiten
una cadena de Steiner entonces admiten un nimero infinito de ellas, y todas
las cadenas poseen el mismo mimero de circunferencias. Mds ain, cualquier
circunferencia tangente a £y y L2 (que rodee o las dos a la vez 0 que no rodee
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e ninguna) es miembro de una cadena de Steiner.

En cuanto a la Cuestién 2, es claro que los puntos de contacto de las I'; estdn
sobre una circunferencia o sobre una recta, es decir, sobre la curva inversa de la
circunferencia que contiene los puntos de contacto de las I'; en la cadena de Steiner
para las circunferencias concéntricas ¥} y 5.

Los centros de las I'; estdn sin embargo sobre curvas més interesantes, a saber,
sobre cénicas. En concreto:

Proposicién 11. Sean 3., y Xy dos circunferencias que no se cortan y admiten
cadenas de Steiner. St una de las circunferencias estd en el interior de la otra
entonces los centros de las circunferencias de las cadenas de Steiner estdn
sobre una elipse. Em otro caso, los centros estdn sobre una hipérbola.

Demostracién: Recordemos primero que una elipse es el lugar geométrico de un
punto que se mueve en un plano de modo que la suma de sus distancias a dos puntos
fijos del plano (llamados focos) sea constante. Una hipérbola se define de manera
similar, pero reemplazando la palabra suma por diferencia.

Asi, si 31(01,71) ¥ 22(O2, r2) estdn colocadas como en la Figura 8§, ysi Py r
denotan el centro y el radio de una circunferencia I' que es miembro de una cadena
de Steiner, enfonces POy = r; + 7y POz = ry — r. Por tanto,

PO+ PO, =(ri+7)+(re—7) =711+ 12

Luego, los centros P de las circunferencias de la cadena estin sobre una elipse de
focos Oy y Oz. (Notar que si O = Os, es decir, £, y 3, son concéntricas, entonces
P est4 sobre una circunferencia.)

Consideremos ahora ¥, (01,71) ¥ 22(02,72) como en la Figura 9, y sean Py
r el centro y el radio de una circunferencia I" tangente exterior a >3; y 23, (es decir,
I'=T,,T3 6 I'y en la Figura 9). En este caso se ticne que

POy —POy=(ri+7)—(ro+71)=1 —T2F

con lo que los centros P de tales circunferencias de Steiner estdn sobre una hipérbola
de focos O; y Oq. Por dltimo, es claro que PO; — PO, = —(r; — r2) para los
centros P de las circunferencias de Steiner I" que rodean a 3; y 35 (es decir, I' = I's
en la Figura 9), con lo que los centros de tales circunferencias de Steiner estin sobre
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1a misma hipérbola, pero recorren su otra rama. (Notar que si 71 = 3 entonces los
centros estin sobre una recta.) |

Terminamos este apartado observando que las cadenas de Steiner de las Fi-
guras 8 y 9 sélo necesitan una vuelta para cerrarse correctamente. Pueden sin
embargo imaginarse situaciones en las que una cadena necesite varias vueltas para
que esto suceda. Por ejemplo, podria ocurrir que en 1a primera vuelta obtuviésemos
4 circunferencias y media, con lo que en la segunda vuelta obtendriamos una cadena
de Steiner de 9 circunferencias. Ahora bien, si el nimero de circunferencias en una
vuelta es irracional entonces la cadena no se cierra nunca.

2.3 Mecanismos articulados para trazar una recta:
el mecanismo inversor de Peaucellier y

el contraparalelogramo de Hart

Durante el siglo XIX se presté gran atencién al problema de producir movimiento
rectilineo por medio de mecanismos articulados. La miquina de vapor de James Watt
(1736-1819) disponia de un mecanismo, conocido como paralelogramo de Waltt,
cuya finalidad era conseguir que el extremo del pist6n siguiese un movimiento que
se aproximara lo suficientemente al rectilineo como para que la méquina funcionase.
Sin embargo, este mecanismo no consegufa un movimiento estrictamente rectilineo,
por 1o que el propio PL. Chebishev (1821-1894) estudié diversas modificaciones
del paralelogramo de Watt, pero no encontré ningiin mecanismo articulado que pro-
dujera exactamente una linea recta. Muchos mateméticos empezaron a dudar de la
existencia de un tal mecanismo, incluso Chebishev traté de demostrar la imposibil-
idad del mismo.

En 1864 el oficial de la armada francesa A. Peaucellier (1832-1913) hall6
una solucién, que fue anunciada en Parfs en 1867. Sin embargo, no se presté
practicamente ninguna atencién a este descubrimiento hasta que un estudiante de
Chebishev llamado Lipkin reinvent6 el mecanismo en 1871 de forma independiente.
Fue entonces cuando el mérito de Peaucellier quedé finalmente reconocido.
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El mecanismo inversor de Peaucellier

Este mecanismo se basa en el hecho de que la curva inversa de una circunferencia
que pasa por el centro de inversién es una recta. M4s atin, el mecanismo permite
obtener una inversién de todo el plano.

Comenzemos en primer lugar con el mecanismo formado por las 6 varillas
OA,OB,AP,AP', BP y BP’ de la Figura 13, donde las longitudes de las varillas
cumplen que OA = OB, AP = AP' = BP = BF yla varilla OA es més larga
que AP. Este mecanismo estd articulado en O, A, B, P y P'. Fijamos O al plano
y movemos el mecanismo. Entonces los puntos Py P’ describirdn curvas inversas
respecto de la circunferencia de centro O y radio r = vVOA? — AP2.

Figura 13

La demostracién es inmediata. Tomando el punto auxiliar C = PPN ABy
utilizando el teorema de Pitdgoras obtenemos

OP.0OP = (0OC - PC)-(0OC + PC) = OC* — PC?
= (OC? + CA?) — (PC? + CA*) = OA® - AP? =1

Como los puntos Py P’ estin siempre al mismo lado respecto de O, concluimos
que OP - OP =r2

Ahora, para obtener movimiento rectilineo debemos obligar al punto P arecorrer
una circunferencia I que pase por O, con lo que P’ se desplazard a lo largo de larecta
IV, tal y como indica la Proposicién 4. Para conseguirlo basta afiadir una séptima
varilla Z P, siendo su longitud igual a la distancia O Z. Fijando Z al plano, al mover
el mecanismo el punto P’ describird una recta®.

38e puede contemplar el mecanismo inversor de Peaucellier en movimiento en
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El contraparalelogramo de Hart

Harry Hart (1848-1920) descubrié en 1874 un sistema articulado que también
producfa una inversién del plano, pero sélo necesitaba 5 varillas para producir
movimiento rectilineo. Este mecanismo, conocido como el contraparalelogramo
de Hart, es el sistema articulado para trazar una recta con menor niimero de varillas
que se conoce, y atin no se ha demostrado si puede existir 0 no un tal sistema con
ndmero de varillas < 4.

Las cuatro varillas AB,CD, AD y BC de la Figura 14 estan articuladas en
A, B, C, D y sus longitudes verifican: AB = CD, AD = BCy AB > BC. Puesto
que los tridngulos ACB y CAD son congruentes tenemos que las “diagonales” AC
y BD son paralelas. Tomemos unarecta OP P’ paralela a las diagonales AC'y BD,
y marquemos los puntos O, P y P, uno sobre cada una de las varillas tal y como
se indica en la Figura 14. Fijando O al plano, cuando movemos ¢l mecanismo los
puntos O, Py P’ estdn siempre alineados en una recta paralela a las diagonales. Para
verlo, observemos que en la posicién inicial de la articulacién se tiene que OP||BD
y, por tanto, fijdndonos en el tridngulo AD B, obtenemos que OA/OD = AP/PB.
Pero esta relacién s6lo depende de las longitudes de los segmentos y no de la
posici6n de la articulacidn, lo que implica que OP||BD en cualquier posicién del
sistema articulado. De manera angloga, pero observando ahora el tridngulo ADC,
obtenemos que también O P'[| AC en cualquier posicién del mecanismo articulado.
Como las diagonales AC y BD son siempre paralelas, concluimos que OP{|OF,
es decir, O, P, P’ estdn siempre alineados.

Figura 14 )

la seccién titulada “Mateméquines” de la Red Telemitica de Educacién Catalana:
http://www xtec.es/recursos /mates.
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Veamos a continuacién que los puntos Py P’ describen curvas inversas respecto
de una circunferenciade centro O. Paraello, puesto que los tridngulos AOPy AD B,
y los tridéngulos DO P’ y D AC son semejantes obtenemos que OP/OA = BD/AD
yOP'/OD = AC/AD. Por lo tanto,
OA-0OD

En el segundo miembro de esta igualdad las longitudes A, OD y AD son fijasenla
articulacién de la Figura 14, perolaslongitudes AC' y B D de las diagonales dependen
de su posicién. Sin embargo, puesto que el cuadrilitero ADBC' es inscribible en
vna circunferencia, el teorema de Tolomeo (que probamos mds abajo) implica que
el producto AC - BD = AB? — BC? es una constante positiva independiente
de la posicién del mecanismo articulado. Por lo tanto, P y P’ son puntos inversos
respecto de una circunferencia 3(0, r), siendor = 3%\/ QOA-0OD - (AB? — B(C?).
Finalmente, para producir movimiento rectilineo s6lo tenemos que afiadir la quinta
varilla Z P de 1a Figura 14, que obligard al punto P a recorrer una circunferencia I'
que pasa por el centro de inversién O.

Por dltimo, s6lo queda demostrar el teorema de Tolomeo que dice que “en un
cuadrildtero convexro ABCD inscrito en una circunferencia I', el producto de
las diagonales es igual a la suma de los productos de los dos pares de lados
opuestos, es decir, AC-BD = BC-AD+ AB-CD.” Una vez més una inversion
adecuada nos proporciona una sencilla demostracién de este resultado. En efecto,
invirtamos la circunferencia I respecto de la circunferencia de inversién £(A, 1) de
centro A y radio 1. Los puntos B’,C" y D' inversos de los vértices B, C y D estén
sobre la recta I, por lo que B’ == B'C’ + C' D (ver Figura 15). Ahora bien, del
Teorema 9 se sigue que

BD/(AB - AD) = BC/(AB - AC)+ CD/(AC - AD),
y multiplicando por AB- AC- AD concluimos que AC-BD = BC-AD+AB-CD.

Figura 15
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2.4 Construcciones geométricas utilizando un compas:
demostracion de Adler del teorema de construccion

de Mohr-Mascheroni

En este apartado demostraremos, utilizando la transformacién por inversién, el sigu-
iente resultado: “toda construccion geométrica realizade con regla y compds
puede realizarse utilizando exclusivamente el compds”. Es decir, podemos pres-
cindir del uso de la regla en tales construcciones.

Lorenzo Mascheroni (1750-1800), poeta y ge6metra italiano, profesor de la
Universidad de Pavia, publicé este descubrimiento en 1797 en su obra Geometria
del compasso. Sin embargo, muchos afios después de esta publicacion, el geémetra
danés Johannes Hjelmslev (1873-1950) enseguida se dio cuenta de la importancia de
un antiguo libro, titulado Fuclides Danicus y escrito por Georg Mohr (1640-1697),
que un alumno suyo habia obtenido en una libreria de libros de segunda mano de
Copenague. En este libro se daba una demostracién distinta del descubrimiento de
Mascheroni y lo m4s sorprendente del hecho es que Fuclides Danicus fue publicado
en 1672, es decir, 125 afios antes de la obra de Mascheroni.

Es evidente que uno no puede trazar una recta utilizando exclusivamente un
compds, por lo que en el resultado de Mohr-Mascheroni por “recta” vamos a entender
“dos puntos cualesquiera y distintos de ella”, los cuales la determinan univocamente.
Por otro lado, no vamos a entrar en el interesante tema de las construcciones que no
se pueden realizar usando la regla y el compds, como son los tres famosos proble-
mas griegos de la duplicacién del cubo, la triseccién de un 4ngulo y la cuadratura
del circulo. (El tratamiento de estos problemas requiere métodos algebraicos y
analiticos.)

La demostracién del resultado de Mohr-Mascheroni que vamos a ver a ¢on-
tinuacién estd basada en la inversién y fue publicada en 1890 por August Adler
(1863-1923).

En primer lugar, veamos cémo se pueden invertir puntos, rectas y circunferencias

utilizando sé6lo un compés:

(1) El inverso de un punto: Sea 2(0O,r) la circunferencia de inversién y P un
punto dado. Vamos a distinguir dos situaciones:
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(1.1) El punto P est4 situado a una distancia mayor que r/2 del centro de inversion,
es decir, OP > r/2. En este caso la circunferencia (P, OP) cortard a la de in-
versién £(O, r) en dos puntos distintos A y B. Entonces, (A, OA)NZ(B,0B) =

{0, P'}, siendo P’ el punto inverso de P que buscdbamos (ver Figura 16).
La demostracién de que en efecto el

Y{0.r) A punto P’ asi construido es el inverso de P
’ respecto de (0, r) es inmediata si obser-
vamos que los tridngulos is6sceles OPAy
O AP’ son semejantes, lo cual implica que
OP/OA=0A/OP  esdecir, OP-OP' =
(0OA)? = r%, Como ademds el punto P’ asi
construido estd al mismo lado que P re-
B specto de O, concluimos que OFP - OP =

Figura 16 r2,

(1.2) Si OP < r/2 entonces la circunferencia £(P, OP) no corta a £(0, ) en dos
puntos y no podemos aplicar el método (1.1). En este caso debemos alejamnos de P
hasta obtener un punto auxiliar Py que verifique O P, > r/2, aplicar el procedimiento
(1.1) 2 P, paraencontrar P y después volver a alejamos de P hasta obtener el punto
P’ buscado.

Es decir, debemos obtener un punto P, tal que el segmento OP; = n-OP, donde
n es un nGmero natural suficientemente grande para que se cumpla que OP; > r/2
(por ejemplo, n = 3 en la Figura 17). El punto buscado P’ inverso de P serd
aquel tal que el segmento OF' = n - OP]. Basta echar un vistazo a la Figura 17
para darse cuenta de que esta construccion puede realizarse trazando varios arcos de
circunferencia, con lo que en la obtencién de P’ hemos utilizado exclusivamente el
comp4s.

Figura 17
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La justificacién de este método es sencilla ya que sustituyendo OP;, = n- OP
y OP] = OP/n en la expresién OPF, - OP] = r?, la cual se cumple por (1.1),
obtenemos que OP - OP’ = r?, es decir, P’ es en efecto el inverso del punto P
respecto de (0, r).

(2) La circunferencia I' inversa de una recta dada ! que no pasa por el centro
de inversidn: Sean A, B dos puntos de una recta ! que no pasa por el centro de
la circunferencia de inversion X(O,r). Por la Proposicién 3 sabemos que !’ es
una circunferencia que pasa por O, asi que para trazar [’ nos basta con encontrar
su centro, Para ello, sea O; el simétrico del punto O respecto de la recta [, el
cual se obtiene trazando los arcos de circunferencia 3(A, OA) y (B, 0OB) (ver
Figura 18). Sea Oj el punto inverso de O, respecto de ¥.(O, r), el cual fue obtenido
en el apartado (1) utilizando exclusivamente un compds. Entonces !’ = £(07, 00})
es la circunferencia inversa de larectal = AB.

Z(0,r) e | N

Figura 18

Veamos que la circunferencia !’ asi construida es en efecto la curva inversa de
I: Tomemos la circunferencia auxiliar 2 = X(C, OC) de centro el punto C de
interseccion de las rectas [ y m = OO;. Como m,§2 L [ entonces m’, Q¥ L ["ya
que la ortogonalidad se conserva en la inversién. Ahora bien, m’ = m y {¥’ es una
recta que pasa por O] y es ortogonal a la circunferencia I’. Por tanto, m’ y Q' son
didmetros de !’ que se cortan en el punto Of inverso de O = m N (2, por lo que O]
es necesariamente el centro de I'.

(3) La circunferencia I inversa de una circunferencia I' que no pasa por el
centro O de la circunferencia de inversién 3(0,r): Para trazar IV usando sélo
el compds procedemos de la siguiente manera, Usando (1) obtenemos el punto O,
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inverso de O respecto de la circunferencia I' y, usando de nuevo (1), obtenemos
el punto O inverso de O respecto de £(O,r). Entonces Oj es el centro de la
circunferencia I buscada. Para trazar [ basta tomar ahora un punto cualquiera A de
la circunferencia I, obtener su inverso A’ utilizando (1), y asf I es la circunferencia
de centro O} y radio O} A’ (ver Figura 19).

Figura 19

Para justificar esta construccién es claro que basta con demostrar que O; es en
efecto el centro de I'V. Observamos primero que como O y O; son un par de puntos
inversos respecto de T entonces, segiin la Proposicién 8, cualquier circunferencia
que pasa por O y O es ortogonal aT". Sea {2 la circunferencia que tiene por didmetro
el segmento OO, y denotemos por m la recta O0;. Como 2, m L T, invertimos 2,
my I respecto de (O, ) y obtenemos que las rectas €' y m’ = m son ortogonales
a [, Por tanto, ¥ y m son didmetros de [V. Ademds @ Nm = {0, O1}, conlo que
los difmetros ' y m se cortan en el punto O, es decir, O es en efecto el centro de
.

Estamos ya en condiciones de demostrar el teorema de Mohr-Mascheroni, es
decir, cualguier construccién geométrica F realizada con el compds y la regla
puede realizarse utilizando sélo el compds.

Demostracién: Puesto que en una construccién F de este tipo todo punto se obtiene
mediante interseccién de dos circunferencias, de una recta y una circunferencia o
de dos rectas y, por muy complicada que pueda ser F, ésta se consigue realizando
un ndmero finito de estos procedimientos, basta demostrar que dados cuatro pun-
tos distintos A, B, C, D se pueden resolver los siguientes tres problemas bdsicos
utilizando exclusivamente un compés:
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Problema 1. Hallar los puntos de interseccién de las circunferencias Z(A, AB) y
¥(C,CD).

Problema 2. Hallar los puntos de interseccién de la recta AB y la circunferencia
Z(C,CD).

Problema 3. Hallar el punto de interseccién de las rectas AB y CD.

Ahora bien, Ia solucién del Problema 1 es evidente usando un compis, por
lo que resolveremos los Problemas 2 y 3 mediante una inversién adecuada. Asi,
para resolver el Problema 2 trazamos una circunferencia 3(Q0, r) de manera que su
centro O no esté ni en la recta ! = AB ni en la circunferencia I' = 3(C, CD) (ver
Figura 20). Invertimos [ y I" respecto de 3(O,r), lo que por (2) y (3) se puede
realizar utilizando el compds dnicamente, y obtenemos dos circunferencias I y I".
Los puntos de corte X', Y” de estas dos circunferencias son los inversos de 1os puntos
buscados {X,Y} =l NT. Invertimos entonces X' e Y’ para obtener X e Y, lo que
nuevamente se puede realizar usando sélo el compi4s tal y como hemos visto en (1).

Figura 20

Finalmente, el Problema 3 se resuelve de manera similar. Tomamos una circun-
ferencia de inversién 3(O, r) cuyo centro O noesté nien larectal = ABnienla
rectam = CD, Invertimos | y m respecto de (0O, r) para obtener dos circunferen-
cias I’ y m’ que se cortardn, ademds de O, en el punto X' inverso del punto buscado
X = I Nm. Este punto X se obtiene invirtiendo X' y, en virtud de (1) y (2), el
Problema 3 queda también resuelto utilizando exclusivamente un compés. | |

Como acabamos de demostrar, todas las construcciones geométricas que son
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realizables con regla y compés son posibles usando sélo un comp4s. Sin embargo,
no todas ellas son posibles usando tinicamente una regla. No es dificil demostrar
que el punto medio entre dos puntos dados no se puede obtener con s6lo una regla,
lo que confiere al compds el cardcter de indispensable en las construcciones de la
geometria elemental.

En 1822 Jean-Victor Poncelet (1788-1867), inspirado por los resultados de
Mascheroni, sugirié un método para demostrar que “cade problema de construc-
cién resoluble por medio del compds y la regla puede solucionarse valiéndose
inicamente de una regla, siempre y cuando en el plano del dibujo se fije pre-
viamente una circunferencie y su centro”. La demostracién detallada de este
resultado fue dada por Steiner en 1833 y por ello se conoce como el teorema de
Poncelet-Steiner. Por lo tanto, segin este resultado, para que la regla sea equiva-
lente al compd4s es suficiente con usar sélo una vezel compés.

A modo de curiosidad, todas las construcciones geométricas realizadas con regla
y compés pueden resolverse sin ninguna herramienta, simplemente doblando y ple-
gando el papel que representa el plano de la construccién. Este resultado se sigue
de la obra Geometric Ezercises in Paper Folding de T. Sundara Row de finales
del siglo pasado®.

3 Transformaciones de Mobius

En la secci6n anterior hemos visto c6mo la inversién permite resolver de manera sen-
cilla muchos problemas de la geometria plana. En la resoluci6n de estos problemas
no hemos hecho uso de coordenadas cartesianas en el plano, es decir, hemos utilizado
razonamientos puramente sintéticos. Como anéctoda, en el siglo XIX el problema de
Apolonio sirvié como unaespecie de problema de ensayo al competir entre geometria
sintética y analftica. Poncelet y Steiner fueron ardientes defensores de la geometria
sintética y les disgustaban los métodos analiticos hasta el punto de arremeter en
ocasiones contra los que los utilizaban. Sin embargo, la introduccién y desarrollo
de métodos analfticos permiti6 tratar con éxito problemas que la geometrfa sintética

4UUna demostracién de este resultado se puede encontrar en el libro de Howard Eves

mencionado anteriormente.
5La primera obra que da un tratamiento riguroso de este tema es debida a Robert C.
Yates, Geometrical Tools, A Mathematical Sketch and Model Book, Educational Publishers,

1949.
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no habfa sido capaz de resolver (como, por ejemplo, demostrar la imposibilidad de
ciertas construcciones con regla y compds).

Veamos cémo se describe la inversién respecto de una circunferencia por medio
de coordenadas. Identificando el plano inversivo con CU{oo}, 1a inversién respecto
de la circunferencia £(0, 1) centrada en el origen de coordenadas y de radio la
unidad se expresa por z ++ 1/Z, siendo Z el conjugado del nimero complejo 2.
Esta transformacién forma parte de un grupo de transformaciones mds general que
introducimos a continuacion.

En primer lugar, consideremos las transformaciones de Mébius de C U {o0},
las cuales vienen dadas por

az+b
cz+d’

Z = a,b,c,d € C, ad # bc,

donde o0 — a/cy —d/c — co. Estas transformaciones de C U {oo} forman un
grupo, que denotamos por Méb, y la geometria correspondiente es precisamente la
geometria de la recta proyectiva compleja. Felix Klein propuso en 1872 la idea
de pensar en una geometrfa como en un par (X, G), donde X es un conjunto y G
es un grupo de transformaciones de X que define las relaciones invariantes de la
geometria (Erlanger Programm).

Un grupo de transformaciones de C U {oo} que contiene al grupo Méb es el
generado por todas las transformaciones de Mbius junto con la transformacién
2 + Z dada por la conjugacién compleja. Este grupo se denomina grupo inversivo
y lo denotamos por Inv. (Notar que la inversién z +— 1/Z pertenece a Inv, pero
no al grupo Méb.) La geometria correspondiente a (C U {oo}, Inv) se denomina
geomelria inversiva.

Enunciamos sin demostracién® algunos resultados interesantes sobre las trans-
formaciones pertenecientes al grupo Inv. En primer lugar, se puede probar que cada
biyecciénde CU{oo} que lleva ‘circunferencias’a ‘circunferencias’es unelemento
del grupo inversivo Inv. Por otro lado, si por ‘reflezidn’ designamos una reflexién
en una recta (por ejemplo, z — 7 es la reflexién en el eje real) o una inversién res-
pecto de una circunferencia, entonces se tiene que cada transformacién de Mobius es
producto de un niimero par de ‘refleziones’. En particular, las ‘refleziones’ generan
el grupo inversivo /nv.

6[,as demostraciones se pueden consultar por ejemplo en el libro de P.M. Neumann, G A.
Stoy y E.C. Thompson, Groups and Geometry, Oxford Univ. Press, 1994.
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Volviendo a la idea de Klein citada anteriormente, si (X', G") y (X, G) son
dos geometrias, se dice que (X', G') es una subgeometriade (X,G)si X' C Xy
G’ C G. Los conceptos de una geometria aparecen autométicamente en todas sus
subgeometrias.

En la geometria euclidea el conjunto subyacente es el plano complejo, es decir,
X = Cyel grupo G es el conjunto de transformaciones de la forma z ~ €%z + b,
donde ¢ y b son constantes, # real, b compleja. (Estas transformaciones representan
los movimientos rigidos en el plano, es decir, rotaciones seguidas de traslaciones.)
Por tanto, la geometria euclidea es una subgeometria de la geometria de Mobius,
que a su vez es una subgeometria de la geometria inversiva. Los problemas de la
Seccién 2 estaban planteados en el marco de la geometria euclidea y hemos hecho
uso de la inversién para resolverlos; dicho de otro modo, hemos resuelto problemas
de la geometria euclidea plana considerando ésta como subgeometria de la geometria
inversiva.



