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l z s todo un honor para mi ¢l hacerme cargo de la leccién magistral que inau-
gurara cl Curso Académico 1989-90 cn los centros navarros de la Univer-
sidad dec Zaragoza.

El titulo que he escogido parami exposicion (Lo cotidiano, lo recreativo,
y la matematica cmpresarial”) pucde sorprender a més de uno, que sc habra
preguntado ... ;qué ticne de cotidiano y/o de recreativo la matematica empresa-
rial?,0,quiz4 cquivalentemente ,... ;qué tienc que ver la velocidad con el tocino?

( iDigamos de pasada que la velocidad sf que tiene algo que ver con
el tocino! Pensemos que cuanto mds tocino coma uno, menos velocidad
tendrd al intentar correr después. Por la misma regla de tres, algo de
recreativo, o de cotidiano, tendrd la Matemdtica Empresarial).

El objctivo que pretendo en mi exposicién es puramente didéactico.

Enticndo quc cn la ensefianza de la Matematica hacia “colectivos no ma-
teméticos”, esto cs, hacia alumnos que no han de dedicarse a ella, aunque la
utilicen con mis o mcnos frecuencia en su futura vida profesional, es un
problema abierto, que decbe interesar a todo profesional de la educacion
matcmatica.

El problcma a resolver es siempre el mismo: cémo llegar a los alumnos,
c6mo hacer de la matematica una herramienta util, y sobre todo, viva .

En este sentido reconozco que el lenguaje matemético es propio, distinto
del cotidiano de cualquier otra rama de la ciencia, y quiz4, bastante alejado dc
la“vida diaria”. Asi , en frasc de Bertrand Russell (véase [NEW], vol 1, p. 343):

“La matemética es aquella ciencia en la que no sabemos de qué
estamos hablando, ni mucho menos, si lo que estamos diciendo es verdad’ .

No obstante, habra de admitirse también que no es menos cierto que hoy
dialas Ciencias Sociales (y tanto la Economia, como las Ciencias Empresarialcs



sc verian incluidas aqui) avanzan paralelamente a una gradual matematizacion
de sus contenidos . Asi , en frase de John Ziman (Véase [ZIM], pp. 15-16 ):

“Para que ciertas disciplinas reciban el titulo de «Ciencias Sociales»
deben tener el lenguaje formal de la teorfa y el simbolismo matemdtico”

Quedindome amitad de camino entre estas dos opiniones , voy adar una
bella cita de T. H. Huxley (véase [BOY], p.741), quicn dice :

“Podemos comparar a la Matemdtica con un molino fabricado con
precisiénexquisita, que puede moler harina de cualquier grado de finura que
uno quiera; pero lo que se obtenga de él depende, sin embargo, de lo que se
le eche; y de lamisma manera que el mejor molino del mundo no daré harina
de trigode cdscarasde guisantes, as{tambiénpdginasypdginas de f6rmulas
nopermitirdn obtener ningiin resultado concreto apartir de datos imprecisos” .

Comointento pedagégico paraque esamatemética que explicamos “licguc
mecjor” al alumno, presento aqui una lista de cjemplos , aplicacioncs o entretc-
nimientos curiosos, entresacados de la vida “cotidiana” (quiz4 entendicndo ésta
cn su sentido m4s amplio), que pueden servir como instrumento.

Podria afiadirse que, por desgracia, esas aplicacioncs no suclen aparccera
menudo en los libros de texto ...  y sin embargo esas aplicaciones y ejemplos
estdn ahi, listos para ser aprovechados !

La idca aparece ahora clara : por medio de estos cjemplos mas “cotidia-
nos”, mas “rcalcs”, 0 mas “entretenidos” que la mayoria de los cjemplos “iéc-
nicos ¢ incomprensibles” que el alumno de Cicncias Empresariales puede
cncontrar en cualquicr libro de texto standard, dicho alumno “cvoca™ mejor (¢so
csperamos) alguna idca matematica clave .

En mi exposicién empezaré con algiin ejemplo que recoge “ideas gencra-
Ics” en el aprendizaje de lamatemitica; después, lamayoria de cjemplos que dar¢
serdn “de dlgebra”, quiz4 porque tales ejemplos abunden menos en la literatura
que aquellos que tiencn que ver con funciones, variaciones de cantidades, etc.
(cjemplos “de andlisis™ ).

NOTA : Varios de los ejemplos que presentamos aquf fueron ya expuestos en un
articulo titulado “Ejemplos curiosos para matemdtica empresarial” , que presenté en
una reunién de Matemdtica Aplicada a la Empresa que tuvo lugar en Zaragoza, en
Noviembre de 1987. (Véase [IND]).



Misceldnea de ejemplos y aplicaciones

EJEMPLO I: “Nifios superdotados”.

A menudo no nos damos cuenta , cuando leemos un texto matemadtico , de
la importancia que puede tener el disponer de dos 0 més procedimientos que
rcsuelvan una misma cosa.

El profano sucle razonar asi “;si ya tenemos un método para resolver tal
problema, ... para qué queremos otro, sino para complicarnos més la vida?

Sin embargo, es iitil tener salidas , soluciones “alternativas” .

Eneste sentido,veamos un bonito ¢jemplo que provicne de una prueba de
inteligencia para nifios superdotados que suele realizarse en los colegios dc
U.S.A. con adolcscentes de unos 13-14 afios: La prucba en cuestién consistia cn
lo siguicnte :

“Le damos a usted unbarémetro. Explique como medir con éllaaltura
del edificio <<Empire State>> “.

La respuesta mas comiin fue :

“Mido la presién tanto en el hall del edificio como en la terraza
superior. Ladiferencia de presibn es directamente proporcional a la altura,
ergo, la altura es la constante de proporcionalidad por la diferencia de
presion”

Una interesante respucsta alternativa fue :

“le aqui como medir la altura, con una sola medicién : Subo a la
lerraza superior, y dejo caer el barémetro hasta que se estrelle contra el
pavimento. Cuento el tiempo que tarda en estrellarse. La altura, o , en
definitiva, el espaciorecorrido, eslavelocidadinicial (ennuestrocaso, cero)
por eltiempo més un medio de la aceleracién de la gravedad por el tiempo
al cuadrado. “

La respucsta més original , sin embargo, fue la siguiente:

“Yo no necesito ninguna medicién . jQue la haga otro! Més aiin, me
davértigo subir,yno pienso hacerlo.Yo, simplemente, voy al hall del edificio,
buscoalportero(que seguro que sabe cuanto mide el edificio) y le digo : Oiga
buen hombre, si me dice cuanto mide el edificio, ; le regalo un barémetro!

(Véase [FIX]) .



EJEMPLO 2 : “En la mili”

En la linea del ejemplo anterior , recordemos que en cualquier texto
clemental de matemiticas se nos dice: “Un conjunto es una coleccién de
objetos”. “Losconjuntos pucden definirse de dos maneras : 1) por extensidn (¢sto
cs, nombrando todos y cada uno de sus elementos); 2) por comprension (esto cs,
dando una propicdad que caracterice a los elementos del conjunto)”.

De nuevo cabe preguntarse :  ;Para qué dos mancras? ;Cudl cs mads
ventajosa? .Cualquicr matemético dird en scguida : La definicién por compren-
sién alcanza am4s conjuntos. No pucden enumerarse los términos dc un conjun-
to infinito sin morir antes de acabar.

Pcro un ejemplo més “cotidiano™ sc da cada dia en cualquier cuartcl .
ticne que hacer ( no hace falta que el superior vaya nombrando uno por uno a
todos los micmbros dc la compaiiia, con ¢l desmadre que esto originaria) .

Un tercer cjcmplo , en esta misma linea, nos pone cn evidencia cémo,
algunas veces, si que nos complicamos la vida para hacer cucntas sencillas :

EJEMPLO 3 : “Von Neumann y las moscas”
Este problcma pucde resolverse por el método “dificil” , o por cl método
“facil’:

“Dostrenes, que van en la misma direccién y sentido contrario, estén
a200 kilémetros el uno del otro; los dos andan a 50 kilémetros por hora. Una
mosca empieza avolar de uno al otro tren, yendo y viniendo, empezando por
laparte delantera de uno de ellos. Suvelocidad es de 75 kilémetros por hora.

Los trenes chocan, y la mosca muere aplastada. ;Cudntos kilémetros
recorrié en todo su viaje? “

Digamos que la mosca tocard cada tren un nimero infinito de veces antes
de scr aplastada. El problema se podria resolver (no lo haré aqui) sumando una
scric infinita de distancias cada vez mis pcquenas, serie que resulta convergente
(como es de esperar). (Este es el método *“dificil”).

Elcamino ficilesel siguiente : Si los trenes vana 50 por hora, y les scparan
200 kilémetros, tardardn dos horas en chocar. A 75 km/h, lamoscarecorrerd 150
kilémetros en csas dos horas.

Pucs bicn, s¢ cuenta que el problema fue propuesto al eminente y despis-
tadisimo matemdtico John Von Neumann, quién lo resolvié en poco tiempo . Al
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ser preguntado sobre c6mo lo habia resuclto contesto ... jesté clarisimo, se trata
de sumar una scrie!

(Citado por Raymond Smullyan, en [SMU], p. 12).

EJEMPLO 4 : Ciencias “exactas”

A mecnudo sc Ic echa en caraa los matematicos su excesivo “rigor” al hacer
sus afirmacioncs. Estc, provicnc del hecho de que en matemdticas s6lo es véalido
aquello que pucde demostrarse por argumentos l6gicos, a partir de una axioma-
lica y unas reglas dc razonamicnto previamente establecidas. Cualquier otra
afirmacién sc queda en el planode “meraconjctura”, y no tendré carta de validez
hasta quc haya sido deducida 16gicamente dc los axiomas. Asi, el matematico
s6lo afirma “aqucllo quc puede afirmar con absoluta exactitud”.

El siguicnte cjemplo, o chiste, ilustra la idca antcrior :

<< Un astrénomo, un fisico, y un matemdtico viajan juntos por
Escocia, en el mismo compartimento de untren. Miran por laventana, y ven
una oveja negra solitaria pastando en un campo cercano. El astrénomo
afirma : * Observen : jTodas las ovejas escocesas son negras ! *. El fisico
le contesta : * Usted disculpe. jLo inico que podemos afirmar es que alguna
ovejaescocesaesnegra! . Elmatemdticomiraa ambos fijamente, yles dice:
“Realmente lo inico que podemos afirmar es que: jEn Escocia existe al
menos un campo, que conliene al menos una oveja, uno de cuyos lados, al
menos, es negro! “>>.

Trabajemos ahora con cjecmplos que reflejan propiedades algebraicas :

La palabra “algcbra” sucna a menudo como un monstruo que acecha al
pobre alumno indefenso. Por no se sabe qué razén psicolégica (supongo que cl
tcma cstard cstudiado por pedagogos competentes, pero yo no s¢ nada al
respecto), cl dlgebrano se aparece como “natural” al alumno. Loalgebraico tiene
algo de cabalistico y esotérico, micntras que lo analitico o numérico resulta mas
“rcal”, mds “cercano” (aun cuando su complcjidad conceptual pucda ser mayor).

Nos imaginamos més ficilmente una funcién que una estructura de grupo

no abeliano, sin lugar adudas.Sin cmbargo, ...jlas cstructuras también estan ahi,
s6lo hace falta “descnterrarlas™ !

11



EJEMPLO 5 : Haciendo la comida.

En cualquicr cocina doméstica la chapa tiene cuatro posiciones: Pucde
estar “al cero”, “al uno”, “al dos™, o “al tres”. Para que esté al tres pucdo girar cl
mando 90 gradosa la izquierda, o bien 270 grados a laderecha. Si llamamos “1”
al giro de 90 grados a laderecha, tenemos que , en este extradio sistema numérico,
¢1“3” coincidirdconel “-1”. Se puede asi, componiendo giros, descubrir que esta

chapa es un perfecto modelo para un grupo algebraico ciclico de cuatro
clementos.

EJEMPLO 6 : El cubo de Rubik .

Nos cnseilan en 4lgebra elemental que un grupo es un conjunto dotado de
una operacidn asociativa, con elemento neutro y elemento inverso. Si ademas
hay propiedad conmutativa, el grupo se denomina “abeliano™. El ejemplo tipico
pucde ser la “suma” dc nimeros reales.

Pucs bicn, el conocido “cubo de Rubik” nos da un magnifico ejemplo de
grupo : Los elementos del grupo son movimientos o cadenas de movimicntos, el
clemento neutro es no mover nada, y el inverso de un movimicnto es deshacer
esc movimiento . Por cierto, este grupo no es abeliano .

EJEMPLO 7 : Cambio de moneda .

Otra idca que todo alumno de Ciencias Empresariales llcga a odiar pronto
cs lade “aplicacién lincal” entre espacios vectoriales. Sin embargo, en cualquicr
cntidad bancaria (lugar donde buscan trabajo muchos de nucstros alumnos) estin
a todas horas utilizando aplicaciones linealcs, quiza sin saberlo.

Cuando contamos “en pesetas” utilizamos un espacio de cuenta isomorfo
al conjunto de los nimeros reales. Cuando contamos “en délares™ ocurre
exactamente lomismo. El paso de unacuentarcalizada en pesctasaotrarcalizada
en délares consistc en multiplicar por la raz6n de cambio de moneda (cn
definitiva, multiplicar por un mismo nimero toda cucnta realizada en pesetas).
Algcbraicamente, csto es una aplicacién lineal de R en R.

EJEMPLO 8 : La tarjeta de crédito .

Otro concepto matemdtico de no muy grato recucrdo para nuestros
alumnos es el de “matriz de nimeros reales”. Cualquiera de nucstros alumnos
habr4 experimentado cn carne propia lo dificil que puede llegar a ser el célculo
de la matriz inversa dc una matriz dada (j supucsta regular, claro esta ! ), si la
dimensién de csta matriz es grande.
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Quiz4 jamis sc le haya ocurrido pensar que en esta dificultad se basan nu
mecrosos sistemasdc “control y seguridad™ (cajas fucrtes, llaveselectronicas, ...).
Vcamos cémo funciona, en esencia, algo que en cualquier entidad bancaria sc
mancja a menudo : “una tarjeta de crédito” :

El funcionamicnto de una tarjeta de crédito es en esencia de fndole
matricial. Al poncr nucstra firma y nuestro mimero clave en cinta magnética,
poncmos los niimcros que componen una matriz rcgular A, de la cual s6lo
nosotros (a través de la codificacién de nuestro niimcro clave) conocemos la
inversa A, La Caja de Ahorros conoce nucstra clave A, perono A™. A su vez,
la Caja posce un cédigo en funcién dc unamatriz B regular, dclaque sélolaCaja
conoce la inversa B!,

Cuando nosotros enviamos un mensajc a través dc la tarjeta de crédito, tal
como “dame 15.000 pesctas”, este mensaje se codifica cn base a una matriz M.
La Caja recibe, en realidad, el siguiente c6digo: A"M B . S6lo la Caja puede leer
cl mensaje , aplicando B! aderecha (y A aizquierda), para obtener M. Al hacer
csto, dado que para leer cl mensaje ha tenido que aplicar A, razonaasi : “Alguicn
ha aplicado A" antcs”. Como la Caja sabe que A sélo lo conozco yo, me da el
dincro a mi, y no a otro aprovechado.

EJEMPLO 9 : La cesta de la compra.

Otro concepto 4rido cs el de producto escalar. Aparcntemente, nada mas
alcjado de la rcalidad que un producto cscalar. Sin embargo, cualquicr ama dc
casa lo cmplca a diario sin saberlo :

Supongamos quc un ama de casa va al mercado y compra una botclla de
lechc, dos kilos dc patatas, tres barras de pan , y un periédico, y que los precios
por unidad scan , respectivamente, 100,40,45,y 60 pts. Al calcular lo quc tienc
quc gastar hacce :

(1 x 100) + (2 x 40) + (3 x 45) + (1 x 60) = 375 pts.

En rcalidad, todo consiste en multiplicar escalarmente el vector de canti-
dades ( 1,2,3,1) por el vector de precios (100,40,45,60) .

(Operacién, por cicrto, bien conocida en Teoria Econémica, véase , por
cjcmplo, [GRE], p. 31)
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EJEMPLO 10 : Jugando a agentes secretos .

El dlgebra matricial puede ser empleada para el disefio de mensajes
cifrados (véase por ejcmplo [REI], p. 132, 6 [FIS]). Asi, si yo mc llamase Pepe,
" usando un simple c6digo numérico del tipo :

ABCDEF..
123456 ..

podria escribir mi nombre en forma matricial asi
( 11 45 )
Y
Para hacer miés dificil el descifrado del cédigo puede multiplicarse a
izquicrda por alguna matriz que s6lo nosotros conozcamos. No obstante, debe-
mos ascgurarnos dc que una tal matriz sca regular, yaque si A ¢s una matriz no

rcgular, existen matrices B y C, distintas, con AB = AC:
Por cjemplo, si utilizasemos la matriz

Gy ()R

la palabra “Luli” quedaria codificada igual que la palabra “Pepe”, como

()

y asi nadic sabria si me llamo Pepe o Luli.

EJEMPLO 11 : Los calvos.

Volviendo a los fundamentos de los conceptos algebraicos, recordemos
que una aplicacién entre dos conjuntos X € Y es inycctiva, si acadaclemento de
X le hacemos corresponder uno y s6lo un elemento de Y, correspondiendo a
clementos distintos imégenes distintas. Me sucle gustar proponer el siguicntc
cjemplo para ver si ¢l alumno capta qué es eso de la “inyectividad™ :

En Pamplona es posiblc hacer cada una de las afirmacioncs siguicntcs :

a) El nimcro de habitantes de Pamplona supera al nimero de pelos que
pucde tencr cn la cabeza cualquicr pamplonés.
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b) Todo pamplonés tiene al menos un pelo sobre su cabeza.
Demuéstrese, a partir de los datos anteriores, que existen al menos dos
pamploncses con exactamente ¢l mismo nimcro de pelos sobre su cabeza.

(Véase [GRU-WEI], 6 [SMUJ, p. 23)

Termino con algun cjcmplo , como botén dc mucstra, mas propio de la
Teoria dc Funcioncs o Andlisis Matematico :

EJEMPLO 12 : El banquero caradura.

Un banquero avispado sc dedica a cobrar inmediatamente toda deuda que
tengan pendicnte con él. Sin embargo, cuando es €l quicn ticnc que pagar,
demora indcfinidamente sus pagos, cual moroso recalcitrante. Con csta opera-
cion, lo mas probable ¢s quc antes de ser metido en la cireel, se forre especta-
cularmente.

Un bonito problema cn este sentido es el siguicnte :

“La serie alternada

1-(112)+ (1I3) - (114) + (115) - (116) + ...
es convergenie a una suma que estd entre 112 y | . Pero no puede extranar
que alguien que conozca la teorla de series esté dispuesto a pagar alguna
fuerte cantidad para adquirir el derecho a elaborar un programa de cobros
y pagos que contenga a todos los términos de la serie una inica vez, en la
inteligencia de que los términos positivos corresponden a cobros y los
negativos a pagos. ;Por qué ?”

(Véase este ejercicio en [GRA], p. 495)

Explicacién : Elteorema de Riemannnos dice que sepuedenreordenar
los términos de una serie convergente , pero no absolutamente convergente,
de forma que la suma de la serie reordenada sea la que uno haya prefijado
de antemano (incluso siesta sumaes infinita). Porejemplo, lareordenacion:

(112) + 1 + 13 (114) + (115) + (117) +(1/9) +(1111) {116) + ...,

donde los 1érminos de denominador par ocupan los lugares “cuadrado
perfecto” (esto es : 1°,4°,9°, 16°, 25, ...) de la serie, liene suma infinita.
(Véase [R-P-T], pdg.315 .).

EJEMPLO 13 : Aprendiendo geografta .

Una idea sencillacuando cstudiamos funciones es ¢l concepto de “funcion
crecicnte”. Resulta intuitivo que no pucde existir ninguna funcién definida sobre
una circunfcrencia, y con valores realcs, que sca “crecicntc cn cl scntido
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contrarioa las agujas del reloj”. Laraz6n es que recorriendo asi lacircunferencia,
al cabo dc una vuclta jestamos cn ¢l punto de partida! (y por tanto lafuncién vale
lo mismo que hacc una vuclta, y cntonces, o ticne algana discontinuidad, 0 “no
ha podido crecer sicmpre™).

Sigamos ddndolc vucltas al asunto: Pensemos en ¢l Ecuador (crrestrc.
Llcvemos nucstra imaginacion, no nuestros pics, sicmpre hacia cl Estc. En
dircccién Este, la hora solar, que deberia ser 1a que marcase cl reloj, debe
aumentar (cl Sol ha pasado antes por alli). Sin cmbargo, dando una vuclta
completa al Ecuador jvolvemos a estar en ¢l mismo sitio!  jcomo s¢ come cso?

Larcspucstacs que csa “funcién horaria” es discontinua. Existc una “linca
dc cambio de fecha” que atravicsa la Tierra de Polo Norte a Polo Sur, y cruzando
¢l Océano Pacifico. Un seiior que coloque un pic a cada lado dc la linca pucde
volverse loco pensando :

<< Lamitad de mi cuerpo vive “undia antes” que laotramilad,... jy
sin embargo, todo transcurre simulténeamente para ambas mitades ! >>

EJEMPLO 14 : De cé6mo un simple “;Hola, buenos dias!”’ descubre el
Teorema de Bolzano .

Supongamos quc entro a trabajar todos los dias a las ocho ¢n punto. En mi

casa hay una oficina dondec trabaja mi amigo Albcrto, quc también comicnza a

las ocho cn punto. Ademds, Alberto vive cn la casa donde trabajo yo. Los dos

salimos de casa cada dia a las ocho menos cuarto en punto, y licgamos al trabajo

sicmpre cn punto, a las ocho. Ademds, scguimos ¢l mismo camino, pero cn
scntido inverso.

iNadic dudar4 , por tanto, que cn algun punto a mitad de camino cada uno
de los dos exclama “Hola, bucnos dias™ !

Vamos ahora a matematizar la situacién anterior :

Aparece una funcién (que depende del tiempo, y que supondremos
continua), que indicami posicién en ¢l camino al trabajo. Asimismo aparcce una
funcién andloga que indica la posicién en cl camino dc mi amigo Alberto.

Sec tienen dos funciones f, g : [a,b]—> [c,d] , con

a = “ocho menos cuarto”,

b =“ocho”,
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¢ = “posicién dc mi casa, donde trabaja Alberto” ,
d = “posicién de la casa dc Alberto, donde trabajo yo™;
ademds f(@)=c, f(b)=d,g(@)=d,gb)=c.

Considcrando la funcién : f-g : [a,b] —> R, se ticne que:
f-g (@) =c-d; f-g(b)=d-c.

Asi , la funcién “f-g” dcfinida en [a,b] es continua , y toma valores dc

distinto signo cn los extremos de su intervalo de definicién , llcgamos asi a intuir
cl..

TEOREMA DE BOLZANO : Toda funcién h : [ab] —> R continua y con

valores de signo distinto en los extremos , (es decir : h(a)h(b) < 0), dcbe anularsce
cn algiin punto dc [a,b] .

(Explicacién : Volvicndo a nuestro ejemplo, esto significa que f-g(1) =0
para algun instante “t” en [a,b]. Dicho dc otro modo, cn “algun momento™ nos
dccimos, cfectivamente , “jHola,bucnos dias!™. ).

He dicho. Muchas gracias por la atencién tan amablemente prestada.
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