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1. Recordemos.

En la primera parte de esta entrega de juegos de lapiz y papel, hablamos de una serie de
juegos que han formado parte de nuestra infancia y juventud. Juegos, en ocasiones muy
conocidos, que tienen la caracteristica de utilizar unos materiales muy asequibles y que se
pueden jugar en cualquier momento y lugar. Para nosotros, como profesores, tienen ademas el
interés de poder estudiar las estrategias que llevan a buscar la solucién mejor. Unas
estrategias que son similares a las que se utilizan en la resolucién de problemas, y que nos
permiten aprender y practicar esos heuristicos que después aplicaremos en los problemas
matematicos.

En la anterior entrega presentamos juegos que, en algunas ocasiones, eran bastante antiguos,
algunos de ellos incluso pueden remontarse al siglo XIX. En esta parte vamos a ver una serie
de juegos de creacion mas reciente. Como veremos existe un gran numero de matematicos
gue han creado nuevos juegos de lapiz y papel con estudios y estrategias muy interesantes,
entre ellos podemos citar a Eric Solomon o John Conway, de los que hablaremos en las
siguientes lineas.

2. Brotes.

El juego titulado Sprout puede traducirse por brotes o coles, aunque también se conoce en
espafnol como Planton o puntos y lineas. Martin Gardner le da el nombre de “drago” debido al
arbol del mismo nombre. Fue creado en 1967 por el profesor, de la Universidad de Cambridge,
John Horton Conway, mas conocido por ser el creador, entre otros, de “El juego de la vida”,
junto al estudiante Michael S. Paterson de la misma universidad. Este juego se considera un
juego basicamente topoldgico.

Es un juego pensado para dos jugadores, aunque si hay mas de tres es conveniente que se
jueguen varias partidas y en cada una de ellas empiece un jugador distinto.

Se comienza dibujando una serie de puntos en un papel y cada jugador, en su turno, debe
trazar una linea que comience en uno de los puntos y termine en otro, que puede ser el mismo
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punto. Una vez dibujada la linea, el jugador debe dibujar un punto dentro de la linea que no
coincida con ningun otro punto ya dibujado.

Los jugadores siguen dibujando lineas con unicamente dos restricciones:

1. Una linea no puede cruzar a otra linea ya dibujada ni a si misma.

2. En ningun punto pueden converger mas de tres lineas.

El juego termina cuando un jugador no puede dibujar una nueva linea con las condiciones
impuestas. Gana el ultimo jugador que ha dibujado una linea.

Existe también una version llamada Miséere en la que gana el primer jugador que no puede
dibujar una linea.

Veamos una partida partiendo de dos puntos.

Posicion de partida
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12 jugada
22 jugada

-
32 jugada

3/15



Noviembre 2019: Mas juegos de lapiz y papel I

Escrito por José Murioz Santonja
Viernes 15 de Noviembre de 2019 18:00

42 jugada

Como vemos en esta partida ha ganado el segundo jugador, pues el primero, al que le toca
mover, no puede unir los dos Unicos puntos que tienen adn algun grado de libertad sin cruzar
otra linea ya existente.

En el estudio que realiza Martin Gardner, supone que cada punto tiene inicialmente tres vidas,
o tres grados de libertad, cuando un punto tiene tres lineas que parten o confluyen en él, ha
perdido sus vidas, luego estd muerto.

En cada movimiento, se pierden dos vidas al trazar las lineas, una del punto inicial y otra del
final y se anade una nueva vida, correspondiente al punto nuevo que se coloca, que ya tiene
dos lineas que confluyen en él, pues basicamente ese punto divide a la linea en dos.

Por tanto, en cada partida se pierde como minimo una vida. Pueden ser mas si se quedan
puntos bloqueados como hemos visto en el ejemplo de partida. Si partimos de n puntos,
inicialmente hay 3n vidas y por tanto ninguna puede durar mas de 3n — 1 movimientos
(pensemos que si queda un Unico punto para dibujar es imposible seguir). También es posible
deducir que cualquier partida puede durar como minimo 2n movimientos.

Al estudiar los primeros casos podemos encontrarnos con las siguientes opciones. Si partimos
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de un solo punto, el juego es trivial pues sélo es posible hacer dos movimientos y gana el
segundo jugador. Si partimos de dos puntos, es facil comprobar que gana el segundo jugador y
que puede forzar ganar en cuatro movimientos, como se ha visto en el ejemplo. Basta estudiar
todos los movimientos de comienzo del primer jugador, que sélo hay tres posibles, salvo
simetrias, y estudiar como continuar en cada caso.

Figura 1: Primeras jugadas posibles con dos puntos

El propio Conway demostré que con tres puntos el primer jugador puede ganar siempre. Un
estudiante de matematicas de Cambridge, Denis Mollison, demostrd que el primer jugador tiene
las de ganar con cuatro y cinco puntos, mientras que con seis gana el segundo.

Las partidas mas usuales se comienzan con tres puntos. Légicamente, mientras mas puntos se
coloquen al principio, mas tiempo se tarda en acabar y mas complicada es la estrategia para
llegar al final.

El doctor en mateméticas por la Universidad de Southampton, Eric Solomon, disefiador de
juegos y programador de software, ha realizado el siguiente estudio. Cada linea que se dibuja,
qgue en realidad son dos lineas por el punto que se coloca en medio, produce sobre la zona de
juegos o bien una nueva region, zona encerrada por una linea, o bien une dos partes
separadas, considerando como parte a todo elemento (linea o punto) independiente de otro.
Con esas caracteristicas, se cumple la siguiente regla de Euler: “el nimero de regiones mas el
de puntos es igual a la suma del nimero de partes mas el de lineas”.
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Si nos fijamos en la dltima jugada de la partida anterior, tenemos una sola parte, ya que esta
todo conectado, tres regiones, 6 puntos y 8 lineas (recordemos que una linea se considera
desde un punto hasta el mas préximo, luego en cada jugada un jugador traza dos lineas). Por
tanto,3+6 =1+ 8.

Mas adelante, Conway realiz6é una versidn que llamo6 Brussels Sprouts (Coles de Bruselas)
cuya variacién es que en lugar de puntos se dibujan cruces, y las lineas parten de uno
cualquier de los extremos de las cruces. En la linea se dibuja un nuevo trazo como se ve en el
dibujo.

En esta version, de cada trazo de la cruz, que se prolonga para conectarlo con otro trazo, sélo
puede salir una linea, por lo que ese brazo de la cruz queda invalidado al dibujar una linea.
Conway demostr6 que, partiendo con n cruces, el juego siempre termina después de 5n — 2
movimientos. Si el nimero de cruces es impar gana el primer jugador, y el segundo con un
namero par de cruces.

3. Colorear mapas.

Veamos ahora un bloque de juegos que se basan en colorear unos determinados mapas.

3.1. El juego de los colores.
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Este juego aparece en el libro de Luis Ferrero y no he conseguido encontrar mas informacién
de la que alli aparece, pero me ha parecido interesante incluirlo.

Se basa en el conocido Teorema de los cuatro colores, un resultado tipico en la topologia
Segun este teorema, un mapa plano que tiene regiones continuas puede ser coloreado
utilizando unicamente cuatro colores, de forma que cada regién adyacente tenga distinto color.
Se considera region adyacente a la que tiene un poco de frontera comun entre las regiones, no
se incluye si el contacto se reduce a un solo punto.

Para este juego se dispone de cinco colores y esta indicado para dos jugadores, aunque se
puede jugar también con tres o cuatro. En el caso de ser mas de dos jugadores y jugar varias
partidas, es conveniente que en cada partida, los jugadores cambien el orden en que estan
situados.

La forma de jugar es la siguiente: El primer jugador dibuja una regién cualquiera, y a partir de
ese momento, cada jugador en su turno, debe colorear la region que ha dibujado el contrario,
con la condicion de no poder utilizar un color que se repita en algunas de las regiones adjuntas
ya coloreadas. Una vez coloreada la region del oponente, el jugador, aun en su turno, debe
anadir una nueva regién a las ya existentes. Entonces pasa el turno al siguiente jugador.

Pierde el jugador que utilice el quinto color en la regidon que debe colorear.

Veamos el comienzo de una partida con dos jugadores. Suponemos que la jugada del primer
jugador ha sido dibujar el recinto que ha coloreado el segundo jugador.
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Jugador 2°

Jugador 12

Jugador 2¢
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Jugador 2¢

Se observa, en las dos Ultimas jugadas, que al abarcar las tres regiones, se obliga a utilizar un
cuarto color, pero al encerrar una de las regiones, ese color, en nuestro caso el verde, se
puede utilizar para la nueva regién sin problemas.

Hay una version que a veces he utilizado y consiste en entregar sélo cuatro colores y un mapa
ya dibujado. El primer jugador dibuja una regién de un color y, a partir de él, cada jugador debe
colorear una regién adyacente, al menos a una de las regiones ya coloreadas. Pierde el
jugador que debe utilizar el cuarto color.

3.2. Otros juegos con menos colores.

Hay toda una coleccion de juegos basados en el objetivo de colorear mapas, la mayoria de
ellos basados en el Teorema de los cuatro colores. Este tipo de juegos se estudian en la
“Teoria combinatoria de juegos”. Basicamente se basan en colorear regiones con varios
colores, de forma que las regiones que tienen frontera comun no lleven el mismo color, aunque
hay versiones en que se pide lo contrario. En algunos de estos juegos se aplica una regla
vinculante segun la cual, cada regién que se colorea debe ser vecina de la region coloreada en
la jugada anterior. En general, gana el jugador que colorea la ultima regién posible, aunque
también se puede jugar al modo contrario, es decir, la version

misere

en la que pierde el Ultimo que puede colorear. Hay incluso variantes en la que se cuentan las
regiones coloreadas con un determinado color, si es que se rellenan todas las posibles segun
los colores de los jugadores, independientemente del turno que les corresponda.
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El nimero de colores puede cambiar segun el método de juego. El experto en juegos David L.
Silverman, creador entre otros del juego Senderos, que presentamos en el articulo de SUMA
de 2002, hace una clasificacién de juegos en su libro “Your move: Logic, Math and Word
Puzzles for Enthusiasts” de 1976 segun el niumero de colores. Todos ellos se juegan sobre un
mapa ya dibujado previamente y son juegos consideramos imparciales, es decir, los dos
jugadores tienen las mismas posibilidades de juego en todo momento.

- Monocromo: se utiliza un solo color, de esa forma cada vez que se colorea una region,
tanto ella como todas sus regiones vecinas quedan descartadas para siguientes jugadas.

- Bicromo: se juegan con dos colores, pero Silverman plantea la posibilidad de que cada
jugador, en su turno, elije el color que quiere utilizar en su jugada.

- Tricromo: a partir de tres colores, se va aumentando el numero llegando a una version
similar a la vista en el apartado anterior, aunque como ya hemos dicho, partiendo de un mapa
inicial.

Silverman también presenta un juego llamado Contact en la que se utiliza un solo color por
jugador y se aplica la opcidn vinculante, es decir, cada regién que se colorea debe tener
contacto con la region coloreada en la versidon anterior.

En su libro “Sobre numeros y juegos” de 1991, John Conway presenta y estudia las dos
siguientes versiones de juegos que son considerados partidistas, pues en el desarrollo del
juego hay diferentes movimientos disponibles para uno y otro jugador:

3.2.1. COL.

Conway atribuye este juego a su colega Colin Vout. Seria una version simple en la que cada
jugador dispone de un color diferente y hay que colorear regiones con la condicién de que las
regiones no tengan frontera comun con otra del mismo color.

En la siguiente imagen tenemos una partida terminada en la que el color rojo, que fue el que
comenzé la partida, es el que gana.
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Figura 6: Ataque desde una region
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Figura 8: Jugada del primer jugador
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