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Es un gran placer para mi presentar un articulo de  David Rapapport (fotografia de la
izquierda), geométra interesado en la masica y musico  interesado en la geometria. Su
articulo que presentamos en esta  seccién, Conjuntos de area maxima y la armonia, €s una
exploracion deliciosa de la armonia a través de conjuntos de area  maxima inscritos en un
circulo. El autor caracteriza escalas  fundamentales en la improvisacion en la musica del jazz.

Francisco Gémez Martin

BIOGRAFIA: David Rapapport es profesor en la School of Computing y Vicedecano en la Scho
ol of Graduate Studies

en

Queen's University

, en Canada. Obtuvo un grado en Matematicas porla  Universidad de Concordia y un tesis de
maestria y de doctorado por la Universidad de McGill, ambas en Canada. Su investigacién
se centra en geometria discreta y computacional con especial énfasis en  algoritmos y
optimizacion. También esta interesado en las conexiones  entre matematicas y musica.

ARTICULO:

1. Introduccién

La Geometria y la MUsica estan relacionadas entre si de varias maneras. La notacion musical
usa la formay el espacio para transmitir la informacién sobre la altura y la duracion. Los
guitarristas visualizan las estructuras arménicas, asi escalas, arpegios y acordes, como
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formas geométricas en el traste. Los origenes de nuestro sistema musical de siete notas
extraidas de un conjunto de doce alturas se puede describir en términos de cuerdas vibrantes
de varias longitudes. Dimitri Tymocko, en un reciente articulo suyo [ 17 ], ha usado la
geometria para analizar la conduccién de voces en musica. La Combinatoria es otra rama de
las Matematicas que se utiliza en el andlisis de la musica. Inevitablemente, la vision
combinatoria se apoya en una imagen, esto es, en una representacién geométrica.

Considérese un circulo con doce puntos equidistantes distribuidos en su circunferencia. Los
doce puntos representan las doce alturas del universo cromatico dado por el temperamento
igual. De estos doce puntos elegimos un subconjunto de al menos cinco puntos, porque
musicalmente se llama una escala a un subconjunto de cinco o mas alturas. Algunos de estos
conjuntos, o escalas, son elementos esenciales de la armonia occidental.

En los ejemplos que se muestran en la figura 1 un subconjunto de puntos se conecta en orden
para construir un poligono convexo. Consideraremos poligonos distintos salvo rotaciones. Esto
equivale a considerar que los distintos modos musicales provenientes de una misma escala
no son escalas distintas.

Ya que hay 12 puntos equiespaciados sobre la circunferencia, es razonable llamar a estos
diagramas diagramas de reloj. La representacion de las notas de una escala por un poligono
aparece en un articulo publicado en 1937 por E. Krenek | 8], de
modo que algunas veces estos diagramas se llaman

diagramas de Krenek

, como por ejemplo en el articulo de McCartin [

10

]. Sin embargo, en una recension de Nolan [

11

], Heinrich Vincent ya usaba esta misma representacion en un articulo suyo publicado en 1862
[

18

]- El uso de los diagramas de reloj es omnipresente en la teoria matematica de la masica.
Cuando se considera la escala diatdnica usual, se observa que las notas estan distribuidas lo
mas regularmente posible entre las doce notas croméaticas. La distancia entre dos notas puede
medirse como el nimero de notas de la escala entre ellas, o bien como el numero total de
notas cromaticas entre ellas. De este modo, distinguimos entre la

distancia de la escala

y la

distancia cromatica

de un par de notas. Clough and Douthett |

1
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] definen un conjunto de

regularidad maxima

cuando la distancia cromatica entre un par de notas difiere de su distancia de escala en una
unidad como maximo. Los conjuntos de regularidad maxima (conjuntos RM de aqui en
adelante) son Unicos (salvo rotaciones) como se prueba en |

1

]y también en |

4

]- Los conjuntos RM incluyen algunas de las escalas mas ampliamente usadas en la musica
occidental, a saber, la escala diatdnica, la escala pentatonica anhemiténica comun, la escala
de tonos enteros de seis notas y la escala octotdnica (véase la figura 1).

a b C

Figura 1. Los subconjuntos en a) y b) representan dos modos de la escala diaténica, el jénico
y el edlico, también conocidos como modo mayor y modo menor natural, respectivamente.
Para nuestros propoésitos estas dos escalas se consideran equivalentes. El diagrama de la
parte c) representa la escala menor melddica ascendente y ésta es distinta de las de a) y b).

Cuando los conjuntos RM se representan por un diagrama de reloj, entonces esos puntos son
subconjuntos que maximizan de modo Unico la suma de las distancias entre puntos [2-4].
Fejes Toth |

14
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] describe un caso continuo similar al considerado aqui. En ese articulo se prueba que un
conjunto finito de

N

puntos que maximizan la suma de las distancia entre puntos se encuentra en los vértices de un
poligono regular convexo de

N

lados. Dicho de otro modo, los puntos estan distribuidos tan regularmente como sea posible
sobre la circunferencia del circulo.

En su libro sobre armonia el musico Levine [ 9 | describe cuatro escalas fundamentales que
son utiles para la improvisacion en jazz. Estas cuatro escalas son la escala mayor de siete
notas, la escala menor melddica de siete notas, la escala simétrica de tonos enteros de seis
notas y la escala octoténica. En la terminologia jazzistica el término "menor melddica” se
refiere a la escala ascendente melddica menor y aqui seguiremos esa convencion.

Tres de estas escalas son de maxima regularidad, siendo la excepcion la escala menor
melddica, que no lo es. Asi, dados los pares (12, 8), (12, 6) y (12, 7) podemos preguntarnos si
hay una caracterizacion matematica que describa exactamente las cuatro escalas
fundamentales de Levine. En estas notas llegamos a una caracterizacién llamada los
conjuntos complementarios de area maxima

Este articulo esta organizado como sigue. En la siguiente seccién entablaremos una discusion
matematica sobre una clase de subconjuntos de K elementos tomados entre N posibles. Esta
caracterizacion es a la vez combinatoria y geométrica. Empezaremos por describir los
llamados conjuntos de area maxima, de los cuales probaremos algunas propiedades suyas.
Los conjuntos de drea maxima son interesantes por derecho propio, pero no satisfacen las
condiciones mencionadas anteriormente, ya que esta caracterizacién, como veremos, incluye
subconjuntos de

(12, 8)

y

(12, 7)

que no son de las cuatro escalas fundamentales. En la seccién 3 definiremos y analizaremos
entonces los conjuntos complementarios de area maxima y mostraremos que esa
caracterizacion si satisface las condiciones impuestas antes. El articulo acaba con una seccion
de conclusiones.

2. Conjuntos de area maxima
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Un concepto erréneo bastante comun es el de pensar que el prefijo di- en la palabra diaténico
se refiere al numero dos
, queriendo significar que la caracteristica es que hay dos tipos de intervalos en el conjunto
diaténico habitual. Sin embargo, la verdad es que el prefijo

dia-

se refiere a la distancia

desde la ténica

[
12

]

No obstante, esta definicion nos proporciona el trampolin ideal desde el cual lanzar una
exploracion de las escalas que satisfacen esta propiedad, esto es, colecciones de
subconjuntos de siete alturas tomadas de entre las doce del universo cromatico de modo que
el espacio entre alturas consecutivas es o bien un tono o un semitono. Resultan tres escalas
distintas. Usando diagramas de reloj podemos ver las tres escalas en la figura 2 mas abajo. En
(a) podemos reconocer la escala diatdnica estandar; (b) representa la escala menor melddica;
y en (c) tenemos la escala simétrica de tonos enteros mas una nota, escala que también se
llama escala mayor napolitana.

No es dificil comprobar que los poligonos que representan cada escala tienen todos la misma
area y que esa area se maximiza para cualquier eleccion de siete puntos sobre doce. Asi
pues, llamaremos a estas escalas escalas de area maxima, o0 mas generalmente subconjuntos
de area maxima

(lo abreviaremos como conjuntos AM).
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Figura 2. Diagramas de reloj de las tres escalas AM. La estructura de los intervalos de esta
escala es a) la escala diatonica; b) la escala menor melédica ascendente; ) la escala mayor
napolitana.

Generalizamos esta nocién a cualquier coleccién de K alturas seleccionadas de entre un
universo cromatico de N alturas. Sera
mas conveniente definir los subconjuntos en términos de particiones de numeros enteros.

Una particion entera de un niamero natural N es una forma de escribir N como una suma no
ordenada de numeros naturales. En [

7

] Keith sefala la conexidn entre las particiones de enteros y las escalas musicales.

Definicion. Un conjunto de K alturas tomadas de entre un universo cromatico de N alturas
numeradas de

1,...N

es un

conjunto AM

si satisface las siguientes dos condiciones:

- Hay una particién entera de N que usa exactamente K sumandos enteros positivos, esto
es, N=ay+as+---+ ag

- Los sumandos difieren como maximo en 1, esto es, |ij — f;!_J;| <1
, para todo i, j.

La siguiente proposicién proporciona fundamento matematico para construir y analizar los
conjuntos AM.

Proposicion 1. Dados dos enteros N, K con K <N, existen dos unicos enteros u y m tales que
N=mu+(K-m)(u+1).
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Obsérvese que para N, K, u, m, definidos asi, tenemos una particién entera N = a1 + itz + - - - +
e P

i; =
con i .
,para i=1,...mya; = i+ 1

, para i=m+1,...,K. Aqui se sobreentiende que i=m+1,...,K es el conjunto vacio en el caso en
que m=K, esto es, cuando K divide a
N.

Demostracion: Sean los siguientes nimeros:

Nétese que si K divide a N, entonces v=u; en otro caso, v=u+1.

Para el caso en que v=u, tenemos que N=Ku. Considerando ahora el caso en que v=u+1,
tenemos la igualdad

(N-Ku)v+(Kv-N)u=N(v-u)=N

. Por lo tanto,

m=Kv-N=K(u+1)-N.

Ya que

u

determina

m

, basta mostrar que

u

es el unico valor que satisface las condiciones requeridas. Cuando
K

divide a

N

, la unicidad se sigue del algoritmo de la divisién [

6

]. Cuando

K

no divide a

N

, €examinamos l0s casos en que se usa un numero mayor o menor que el valor de
u.

Sea, pues,
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w
un entero mayor que

. Esto implica, sin embargo, que Kw >N, lo cual lleva a una contradiccién y w no puede ser
mayor que u. Un
argumento simétrico similar al anterior muestra que tomar

w<

lleva a una contradiccion.

Por tanto, queda demostrado que u es Unico, y esto completa la demostracién. QED.

Recuérdese que en los conjuntos MR segun fueron definidos por Clough y Douthett[2, 3]
cuando la distancia cromatica entre dos pares denotas difieren como maximo en una unidad
de la distancia de escala. Esto lleva inmediatamente a la proposicion siguiente.

Proposicion 2. Si un conjunto es MR, entonces también es un conjunto AM.

Como se ilustr6 en el ejemplo de la figura 2, aunque para cualquier N, K, hay dos valores
unicos de uy m,uno
puede obtener mas de una escala con intervalos

u

y

u+1

sencillamente reordenando las posiciones de dichos intervalos. Dados los nUmeros

(N, K, u, m)

, podemos enumerar las distintas escalas (salvo rotaciones) que son escalas AM. Este valor
depende solo de

K

y

m

, 'y es el numero de collares (

necklaces

) binarios de longitud

K

usando dos tipos de cuentas,

m

cuentas blancas y

K-m
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cuentas negras. En general, un collar

p
-ario se define como la clase de equivalencia de cadenas

p-

arias bajo rotaciones; véase [

13

]. Los distintos collares se pueden enumerar en tiempo constante
por collar usando un algoritmo de Sawada y Ruskey |

13

]

Volvemos ahora a la cuestidon del area de los poligonos que representan a las escalas.
Haciendo referencia a la figura 3, es claro que el area del heptadgono se obtiene sumando las
areas de los triangulos.

Suponiendo que el heptagono que representa estas escalas esta circunscrito a un circulo de

radio la unidad, una férmula que da el area del poligono es: geq; [{:}1 -+ %5:;311 ( :;1
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Figura 3. Uno puede obtener el area de un heptagono sumando las areas de los triangulos en
la particion en triangulos que sugiere la figura. El area del tridngulo a, b, c estd dado
por senla)/2
. El perimetro del poligono inscrito es también una funcion de los angulos centrales. Por

ejemplo, la longitud de la arista bc es geq [E} )

En general, el area de los poligonos se puede obtener sumando el area de los tridngulos que
forman la particion del poligono. Para nuestros propdsitos es mas conveniente tomar la
particion del poligono con triangulos que comparten un vértice comudn en el centro del circulo
que circunscribe y cuyos lados son los radios. De ahora en adelante nos referiremos a esta
particibn como la particion en triangulos del poligono. La suma de las areas de cualquier
representacion poligonal (N, K, u, m) esta dada por la
formula:

m o (27 K—m _ . ;2¢(udl)
Seen (57 ) + S5 sen (—5—)

Notese que el area es una funcion que depende solo de los valores de los angulos de los
triangulos del centro del circulo. Llamaremos a estos angulos angulos centrales.

Afirmamos que todos esos heptagonos maximizan el area. Es facil verlo en el ejemplo dado.
Probaremos el resultado para el caso general en el siguiente lema. Ademas, probaremos que
estos poligonos maximizan también el perimetro. El hecho de que el perimetro se maximice
gueda claro cuando uno se percata de que el perimetro es también una funcién de los
angulos centrales. La férmula para el perimetro de una representacion poligonal (N, K, u, m)
esta dada por la férmula:

- ) .
Zmsen (57 ) + 2(K — msen [—""Ij L
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Lema 1. Dada (N, K, u, m), la representacion poligonal de estos conjuntos AM tiene area
maxima y perimetro maximo.

Prueba: Considérese un poligono X de K lados que no es una representacién de un conjunto
AM, Entonces, hay dos tridangulos en la particion triangular de X con angulos centrales

?/Italés que la diferencia yy| — o = 2z
. Supongamos aue. bor eiemplo, £1 < k2 < T

. Siponemos A = 1 + o
, tenemos la férmula (1):

A2z a1+ 3 (1)

Ya que el orden de los triangulos no tiene efecto en el célculo del area o del perimetro del
poligono, podemos reordenarlos de manera que esos dos triangulos estén adyacentes.
Podemos escribir la suma del area de esos dos triangulos como %I:raml (A — o)+ sen(nq))

. Si tomampe Ia nrimara derivada dal area ~on respecto a ]

,estoes, - (cos(oy) — cos(A — ayq))

, € igualamos a cero, vemos que el valor | — _;!.‘
es el valor maximo. La derivada es positiva para todos los valores [} < ¢ < _}

Sean n] = vy + _)T_
2

4

Yo =g —

. Porla ecuacion (1), vemos que < _} < ok

. Por tanto, la suma de la nueva area es mayor y X no puede tener area maxima.

=

Para el perimetro usamos un argumento similar. La suma de las aristas del poligono esta dada
por la ecuacién Psen | A T;.n L) + sen [%L"I

. . - -.-\‘._
, Y Su primera derivada es c'u.ﬁ(i,:}] . E'UH.I: .;.“ | j

. Vemos de nuevo que la suma se maximiza para | —

-
Iul,...'.-

, ¥ su derivada es positiva
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<< 4

. De nuevo, penemos

y Do
vy = kg — .
. Pora ecuacion t,vemos que

a h C

FHimHrgArd~mds rriina 1Infoe Ak Mvb a~smaxi oa dilee ciikon andaianAatiag 21 Aa [ 7 1- lae ranradiinimAce an

9.0/0
QOO

Figusa onbes dissstestpwigiEnyegoncanplerentarivasiagdtiennatagonjunto AM. En la
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