CONCURSO DEL VERANO
PAPIROFLEXIA'YY MATEMATICAS

Consideremos el cuadrado de lado unidad, cuyoxegrson A (0, 0),B (1,0),C(1,1)yD
(0, 1). Del lado AB, cogemos el punto E de coordesdt, 0). Y a partir de él, seleccionamos
los puntos F (1,t), G (1 -1t 1)y H (0, 1 — tledrante giro de 90° alrededor del centro del
cuadrado unitario.

Hallamos las ecuaciones de las rectas que pasan por

CE X__lzy__lc. y:x__l-{-l B o
-t 1 1-t ’ )
DE X%O:i/_—lay x(t—1)+1 / \

¢, Cuanto tendra que valer t para obtener el aresada?® El problema se reduce a calcular la
longitud de uno de los lados de cuadrado menorgjeanplo, el lado A'D’.

Hallemos entonces dichos puntos (A’ y D’) y caloutes su distancia.

* A’se obtiene como interseccion de las rectas Ay

y=—2
1-t

=(x-D-t-1

o =D
X=(x=1)-¢-1)-(Ft),
X=X (2-t>-1)+t°- 2+ 1
(t?-2t+2)x=t*- 2+ 1;

-2+
-2t+2’

X 1-t

y: = > ;

1-t t°—-22+2

L (tP-2t+1 -t
A= 2 1.2

-2A+2t°-2+2

* Del mismo modo, D’ procede de la interseccion deyANDF.

yzﬁ @sz.(t—]_)+1
y=x@t-1)+1
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X=Xt-1)-(-t + t;
X=X (2 -t =1+ -t ;
(t?-2t+2)x=1-t;
_ 1t

P -2t+2
X _ 1 )
1-t t?2-2+2

, 1-t 1
e
t2-2t+2't°-2+2
El lado A’D’ medira:
, 1-t —2+1 1 =t Y
d(A,D)= || 5 = +(2_ S ; _
Z-2t+2 t2-2+2 t2— 2+ 2 t2- 2+
’ t T_ 2P+ A7
ﬁ z+2 12— 2+ 2 (ﬁ_z+a2
t r————
B (t2 2 + 2 t —-2t+ 2

Podemos comprobar el resultado con el punto mgdiemostrar algebraicamente que el area
es la quinta parte. Por lo tanto, la longitud ddbl tiene que ser la raiz cuadrada de un quinto.

JZI

y:

z+2 5
5t =t2 -2t + 2;
4%+ 2 - 2= 0;
-2+6_1
2+ J2-44€2) 2436 | 8 2
B 2-4 -8  |-2-6
=

Resolvamos ahora los enigmas planteados.
¢, Cual sera el valor de t para que el area del adadnterior sea la mitad que la del cuadrado

mayor?
[ ¢ _Ji
t?-2t+2 V2
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t? 1

2+2 2

2t :t2—2+2,

t?+2t-2=0;
_2+2-41¢2)_-2212_-2+ 2/3_ 1s 3= {/14'5
21 2 2 J3-1

t=43-1

¢ Y para que el area sea la tercera parte?

[ ¢ _\ﬁ,
t?2-2t+2 \3
2

7-2+2 3
A2 =22+ 2;
22+ 2% - 2= 0
t?+t-1=0;
-1=5
- 12 F-41€ 1) -12V5 |
21 2 J5-1

2

2

¢ Y para que el area sea la cuarta parte?

JZI

2t+2 4
42 =t> -2t + 2;
At+2A-2=0;

_ 222 -43¢2) -2+28_-2¢2/7_-#J7_
2:3 6 6 3

J7-1
3

=7
3
V7-1
3
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Si observamos la serie de datos obtenidos patast gomparamos con el area buscada (1/n)
encontramos una regularidad.

Paran=2 (érea%), t=+/3-1.

1 J5-1

Paran=3 (éreag) t——.

J— 1

Paran=4 (érea%) t——.

\/—_

Paran=>5 (érea%), t:—:—l.
5 2

Luego, para un n cualquier, el radicando siempr@ed) y el denominador (n-1). Es decir,

1
para obtener un cuadrado de areagtenemos que coger
n

v2n-1-1

n-1

=

Demostracion:

on-1-2/n-1+1 a- 2/ B- 1

T oy
2 oy 20" 2/n-1 2\/ -1,

(n- 1) (n-1)
:zﬁ—%_2n\/2n—1—/2>/a‘1{1—26+2'+2n2—/46+,2’:
(n-1)° (n-1)° (n-1)°
=2n2—2n\/2n—1:”'(21_2\/2h_])=
(n-1) (-1
=n+t?

D oon t? 1
d(A’D)_\/t2—2t+2_\/nt2_ = c.q.d.
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CUADRADO DE AREA MITAD

D. ’ .C
|
| t = \/é -1
|
|
| Partimos de una hoja cuadrada en
| blanco, que hemos doblado por el medio
" T T T T T ot tanto horizontal como verticalmente.
|
|
|
|
|
|
|
|
a® ¢ 3
0] Cc

El punto central O se encuentra de A a

una distancia de\/z—E .

_-~" Doblando por la bisectriz deBAO,
o obtenemos el punto E que estd a la
b misma distancia de A que O.

Trazamos la perpendicular que pasa por
E, obteniendo el punto de corte F con la
recta horizontal (a altura ¥2). Este punto

esta a una distancigz§ del vértice A.
Proyectamos dicho punto sobre el lado,

igual que en el paso anterior, doblando
por la bisectriz del angulo que forman.
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Ya tenemos la raiz de 3. (Como haremos para eedtarkEn realidad el punto esta a una

o V3 1 .
distancia igual a; por lo que le restaremezs y luego duplicaremos su valor.

Tomando como centro H, el punto
medio del lado, doblamos la otra mitad
sobre la perpendicular, obteniendo el

punto I. Su distancia a H es ééé——;

Tl Faltara duplicar esta cantidad y
N proyectarla sobre un lado.

Hlle
1=

(ST

Doblamos por la recta horizontal que
pasa por el punto I. La imagen del punto

H es otro punto J que dista/3-1
unidades de H.

Solo falta proyectarlo sobre uno de los
lados.

w1
s A

L ]
- — — — — — — —
L ]
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Trazamos la recta perpendicular que
pasa por el punto J y obtenemos un
D ke c punto en uno de los lados (K).

/ Doblando por la recta que pasa por el
/ centro y por el punto K, obtenemos otro
= / punto en el lado opuesto (K’).

-1 Sl Trazamos la perpendicular a dicha recta
fil que pasa por el centro. Esto se consigue
/ S~ juntando los dos puntos K y K'. Asi
/ = hallamos los otros dos puntos que nos
/ faltaban (K” y K™).

Uniendo los vértices del cuadrado inicial con lagitps obtenidos mediante doblado, se
dibuja el cuadrado de area mitad buscado.
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CUADRADO DE AREA UN TERCIO

] [ J5-1

Partimos de una hoja cuadrada en
blanco.

Doblamos por la mitad para obtener el
punto E.

Doblamos por la recta AE.

=k (&j e =5
2 2

\
= = — == — = — = — = — = = - — — —

/ Hallamos el punto medio del segmento
c AD, que llamaremos F.

Doblando por la bisectriz ISA\E,
proyectamos el punto F sobre el
segmento AE. Tenemos el punto G, cuya
distancia a E es de:

N5 1_+/5-1

2 2 2

Justo lo que buscabamos.
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Doblando por la bisectriz del éngu%,
: ‘ trasladamos el punto G sobre el doblez
& T central, obteniendo el punto H.

H Soélo falta hallar su imagen sobre uno de
los lados del cuadrado y obtendremos
uno de los puntos buscados.

Doblamos por H, siguiendo la recta
1 ¢ i paralela a AB (doblamos A sobre AD y
! B sobre BC) para obtener el punto 1.

! Siguiendo la recta que une | y el centro
del cuadrado obtenemos J.

i Y haciendo coincidir 1 y J, se consigue la

—————————— D recta perpendicular que pasa por el
: centro. Sus intersecciones con los lados
! dan los puntos Ky L.

Uniendo cada vértice con el punto de
corte correspondiente, se obtiene el
cuadrado buscado, cuya area es la
tercera parte del éarea del cuadrado
inicial.
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CUADRADO DE AREA UN CUARTO

Partimos de una hoja cuadrada que
vamos a dividir en nueve partes
iguales, es decir, en tres filas y tres
columnas. Para ello hacemos uso de:

Primer teorema de Haga

Si hacemos coincidir el vértice D con el
punto medio del lado BC, obtendremos
un punto | sobre AB que divide el

segmento dos partes tales que:

-2

-2
3

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
________ NS R S W
: : Podemos suponer que tenemos trazadas
! ! las 4 lineas que dividen el cuadrado en 9
| | cuadrados mas pequefios. Cada columna
| | es la tercera parte del cuadrado inicial.
________ A R W N
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=

@5
@5

- ——— - ———

L
T S

ol @

| e :

11

Cogemos el punto E de coordenadas

33)

Doblando por la bisectriz deBAE,
encontramos la imagen de E sobre el
segmento AB. Lo hemos llamado F.

=56 =5

Trazando la perpendicular al lado AB

por F, obtenemos el punto G,

interseccién de dicha recta y el doblez a
altura 1/3.

Proyectamos dicho punto sobre el
segmento AB, como hicimos con E y F,

y obtenemos H, que dis%/; unidades
de A.

Repetimos el proceso con H, para
obtener el punto J sobre AB, cuya

, . 7
distancia ES? con respecto a A.

Desde el punto K, situado a 1/3 de
distancia de A, doblamos y hacemos
coincidir el segmento KB con la

perpendicular (obtenida al principio). La
imagen de J sera el punto L, de altura

N7 1 J7-1

3 3 3
Luego sélo falta proyectar dicho punto

sobre uno de los lados y tendremos el
punto buscado.
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Doblando por L, perpendiculamente a
AD, se obtiene el punto M. Para

obtener el resto de puntos del cuadrado,
doblamos por la recta que pasa por M y
el punto medio O del cuadrado. Asi

hallamos N.

P y Q se consiguen haciendo coincidir
My N y doblando bien el papel.

Y uniendo los vértices con los puntos
de corte correspondientes dibujamos el
cuadrado A'B'C’'D’ cuya area es la
cuarta parte del area inicial.
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DEMOSTRACIONES

PRIMER TEOREMA DE HAGA:

2 " .,
Vamos a demostrar que el segmento Bl médePara ello nos fijamos en que los triangulos

ACFEy aBEI son semejantes, ya que tienen los tres angulategu

Calculando primero el valor de x, usando el teordm®itagoras, obtendremos el valor de los
lados del primer triangulo.

X :(1—x)2+(%j2
X =1- 2x+)<2“+:11

Con lo que los catetos mediralény i;’ yla hipotenusag.
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Comparando lados homadlogos, es facil hallar elnadoy :‘ﬁ‘

ol wN -

e Y= c.q.d.

N R|<
win

DEMOSTRACION DE OTRA SOLUCION (no propia) PARA EL CUADRADO DE
AREA UN TERCIO.

Empezamos con una hoja cuadrada (tomamos comoduaittangitud del lado) y doblamos
por el punto medio del segmento CD. Obtenemosabp.

Doblamos y desdoblamos por la re®E& . La longitud del segmento marcado sera:
2
‘E‘ = ]_2+ 1 = E :£5
2 4 2

Ahora, doblamos por la bisectriz del éngﬂﬁ, obteniendo sobre el lado BC el punto F.
Vamos a demostrar que:
J5-1

=%
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Para ello haremos uso de las razones trigopnomepaa el angulo mitad.
A 1-cosA
tg| — |= /
2 1+ cosA

En nuestro caso partiamos de un angulkoEAD y queremos conocer el valor del segmento

BF, que sera la tangente del éng@ = 902—a :

t(go—ajz 1-coq 90-a) _ [1-sena
g 2 1+ coq 90-a) * sena

Para angulos complementarissa = cos( 90- a) . ¢ Y cuanto valesena ?

1
eng= 2 -1 5
J5 5 5
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