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En esta charla no quiero ser ni completo ni exhaustivo. Hay muchos traba-
jos sobre la teoria de nudos, por verdaderos especialistas, asi como sobre todas las
consecuencias de esta teoria, temas en los que yo soy poco indicado. Precisamente
esa queria que fuera mi pequefia aportacion. La de un no especialista, aunque se-
guramente matemadtico, apreciando desde relativamente lejos unos conceptos que
ilustran mucho tanto la topologia como el dlgebra y que aparecen en campos tan
alejados como los sistemas dindmicos. Todo ello, si es posible, con una aproxima-
cién informal, utilizando verdaderaros cabos para hacer nudos, mosquetones para
simular toros, en un brindis a los mundos marinero y montafiero, para los cuales
los nudos son a veces esencia de vida.

1. El no-espacio

Muchas veces intentamos imaginar los ejemplos de espacio que nos ofrecen
las matemdticas asocidndolos a las formas de determinados objetos, en general
imposibles. La dualidad es una estructura fundamental del pensar matematico y
aqui, de manera tan elemental también se presenta con utilidad. Por qué no ima-
ginar mas bien lo que queda del espacio al perturbar este con un objeto. Claro
estd que eso exige que tengamos un conocimiento “a priori” de nuestro espacio-
universo. Unas veces serd el equivalente de una habitacion, es decir una bola del
espacio euclideo real de dimension tres. Otras veces pensaremos en €l como to-
do el espacio euclideo, ilimitado. Sin embargo, lo mas fructifero, por qué no, es
pensar en €l compactificado: ya sea como el espacio proyectivo de dimension tres
0, sobre todo en el punto de vista topolégico, como una ‘“‘superficie esférica” tri-
dimensional, identificada al espacio euclideo con un punto mds (su norte), via la
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famosa proyeccion estereografica desde el polo norte en el seno mas abstracto de
un especio euclideo tretradimensional.

Ahora introducimos un objeto familiar en el espacio-universo ... y pensamos
en la forma de lo que queda. Es curioso que hay dos objetos que dan un espacio
perturbado con la misma topologia que ellos mismos: la bola (o esfera) y el toro-
flotador de nifio). En el caso de la bola es relativamente fécil convencerse de que
es asi, un poco mas dificil es verlo para el caso de la rosquilla: somos dos toros
enlazados.

Si hacemos un nudo, cerrado para fijar ideas, y lo colocamos en el espacio, la
topologia del nudo en si es la de un toro (topologia intrinseca).

Bola Flotador

En efecto, no es mas que un cilindro relativamente largo, el cabo o cuerda (se-
glin mar o montafia), que se ha unido por los extremos. Pero la perturbacion del
espacio ya no es la de un flotador de nifo. Si asi fuera, tendriamos que poder ima-
ginar como “retorcer’” todo el espacio, arrastrando con nosotros el nudo, para que
el nudo se identificara con el objeto simple “flotador de nifio”. Esto es realmente
imposible. No lo vamos a demostrar, pero vamos a decir por qué.

Nudo
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2. Cazando el espacio a lazo

Tenemos que saber de algiin modo hasta qué punto los espacios que creamos
como complementario de nuestros objetos son “iguales”. Por supuesto iguales en
el sentido laxo de la topologia, es decir que se puedan identificar por un homeo-
morfismo, que intuitivamente es una deformacion del espacio que no lo desgarra;
una buena imagen es pensar que el espacio fuera de caucho, o silicona. Por ejem-
plo, el espacio exterior a una taza de café es homeomorfo al complementario del
flotador de nifo.

Taza

Es muy dificil buscar pruebas determinantes de que dos espacios son iguales,
pero a veces y con algo de suerte se puede conseguir ver que son distintos. Este
es el objetivo de los invariantes, como el que vamos a presentar llamado “grupo
de Poincaré” o “grupo fundamental”. Se basa en que el comportamiento basi-
co de los lazos en dos espacios homeomorfos es el mismo; asi que intentaremos
aproximarnos al tipo topolégico cazando el espacio “alazo”. Por ejemplo, el com-
plementario de una bola (que sabemos es otra bola) no bloquea ningtin lazo que
le intentemos “echar”.
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Bola con cuerda Bola con cuerda 2
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Sin embargo, el complementario de un tubo si bloquea algunos lazos.

Tubo con cuerda Tubo con cuerda 2

Por supuesto, nuestro ejemplo basico, el del flotador de nifio- nudo trivial,
también bloquea los lazos. Para entender el complementario de un nudo, veremos
que los lazos pueden ser muy diferentes de los del nudo trivial.

3. Un nudo salvaje

Las matemadticas tienen la ventaja de poder idealizar los objetos hasta los limi-
tes marcados Unicamente por la 16gica, y por nuestro propio atrevimiento. Asi, un
nudo, que todos imaginamos realizado con una cuerda fina, podemos imaginarlo
realizado con una cuerda todavia mds fina, finisima, infinitesimal, de espesor nulo.
En principio esto seria solamente disminuir el didmetro de nuestra cuerda y no se
modifica gran cosa el espacio complementario. Lo sorprendente es que podriamos
darnos la libertad de construir el nudo a partir de la cuerda de espesor cero. Asi se
pueden generar nudos matematicos, imposibles de realizar fisicamente.

Nudo salvaje

Los tipos de nudos se dividen en dos: los nudos regulares, domésticos, que
pueden ser realizados con un cabo fisico, aunque sean muy intrincados, y los otros,
l16gicos, abstractos, que s6lo admiten una realidad matemaética. Son los llamados
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nudos salvajes, de los que no trataremos aqui.

4. Composicion de lazos

El grupo de Poincaré es un grupo en sentido matematico. Por tanto, la idea
que subyace es la de grupo de transformaciones, es decir sus elementos se pue-
den “componer”. Es una interpretacién poco afortunada imaginar la composiciéon
en un grupo como una version posiblemente no conmutativa de las operaciones
aritméticas suma o producto. Nuestros elementos son lazos, claro lazos matema-
ticos, hechos con cuerdas de espesor cero... pero ademds queremos detectar obs-
trucciones a “recoger el lazo”. Esto lo podemos incorporar al concepto abstracto,
diciendo que dos lazos que se obtienen uno de otro por un pequefio movimiento
continuo en el espacio (por ejemplo recoger cuerda) son lo mismo. La relacién de
equivalencia resultante se llama “homotopia de caminos”. Los elementos del gru-
po de Poincaré son clases de lazos para esta relacién. Ciertamente la utilizacién de
relaciones de equivalencia le da una potencia muy grande a las matemadticas, pero
hay que tener siempre cuidado. Cada vez que pasamos al cociente nos alejamos
un grado de la realidad hacia la abstraccién y esto exige un cierto entrenamiento.

Homotopia

La composicién de caminos es intuitiva, ponemos uno detrds de otro, y des-
pués, antes o durante, pasamos al cociente dado por la relacién de homotopia.

Composicion de caminos
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Hay que tener cuidado con un detalle sutil. Desde el punto de vista matemaético
nuestros caminos se pueden cortar a si mismos y esto no supone un problema. No
obstante, si los intentamos imaginar como hilos finos, o lazos reales, es mas dificil
admitir esto y nos podemos encontrar con un amasijo de filamentos entretejidos
que sin embargo es matematicamente trivial.

5. Abeliano-no abeliano

Un grupo es conmutativo si ab = ba, o dicho de otro modo, si el conmuta-
dor aba™'b™! es siempre trivial. En nuestro caso hay un experimento interesante.
Tomamos dos mosquetones separados y formamos un conmutador con un cabito
dentro del espacio complementario. El elemento a es una vuelta a uno de los mos-
quetones, entonces a~' es la misma vuelta a la inversa; lo mismo con el elemento b
y el otro mosquetén. Vemos que el conmutador no se deshace. Esto responde a que
de hecho el grupo fundamental del complementario es no abeliano (técnicamente:
un grupo libre generado por dos elementos).

4

Conmutador dos mosquetones Conmutador dos mosquetones 2

Si ahora enlazamos los mosquetones, cambia la estructura del espacio com-
plementario. Nuestro conmutador ahora se deshace.

/
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Dos mosquetones enlazados Dos mosquetones enlazados 2

Dicho sea de paso, estos dos mosquetones enlazados podrian representar los



Nudos y enlazamientos 89

ejes de coordenadas en C?, el espacio afin complejo de dimensién dos; espacio
ambiente por excelencia en la geometria algebraica de curvas y que por su identi-
ficacién con el espacio real de cuatro dimensiones es fisicamente muy sugerente.

6. Palabras-palabras

Pero, cémo calcular el grupo fundamental del complementario de un nudo.
Uno de los mejores ejemplos de accion, es la transformacion que experimentamos
cuando escuchamos ciertas palabras, en todas los sentidos posibles. Para simpli-
ficar, los elementos de un grupo pueden ser palabras y componerlos es poner una
detrds de otra, para hacer una palabra mds larga, como en aleman. Las palabras
elementales seran las de una sola letra, de un determinado alfabeto, abecedario
o conjunto basico de generadores. Tenemos que poder “tragarnos las palabras” o
decirlas “al revés”. Algunos ejemplos

1 1

a, b, m, mama, papa, ma”‘em™'me, a, 8, aca™ .
Claro que hay reglas basicas, como por ejemplo abaa™' = ab y que la palabra
vacia es el elemento neutro. Diferentes palabras pueden corresponder a la misma

accion, una vez tenemos un grupo preciso.

4

Diccionario

Un ejemplo es el grupo de los movimientos de un tridngulo equilatero, gene-
rado por el giro G de 120 grados, en el que ademds debemos decir que GGG = 1.
Esto son las “relaciones”. Un grupo se presenta asi en términos de generadores y
de relaciones. Otro ejemplo, si tenemos las palabras aba™'b~! entre las relaciones
(son los conmutadores), sabemos que el grupo es abeliano. Asi que un grupo pue-
de estar descrito por (G,R), donde G es una coleccién de generadores, o letras,
y R es una coleccién de palabras que declaramos nulas, las relaciones.

La pregunta bésica es en qué casos los grupos (G, R) y (G’, R’) son isomorfos,
es decir represntan el mismo tipo de accion, pero con un cambio de nombre de los
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generadores o un cambio de seleccion de las relaciones. Este problema tiene una
respuesta enganosa, aparentemente muy sencilla, pero en realidad una trampa. En
efecto, los grupos son iguales si se puede pasar de (G, R) hasta (G, R’) por una
serie finita de “movimientos de Tietze” elementales, o sus inversos, que son los
siguientes:

1. Anadir un generador superfluo. Dado a ¢ G, poner G’ = G U {a} y hacer
R’ = R U {a"'w}, donde w es una palabra en los otros generadores.

2. Eliminar un generador superfluo. Inversa de la anterior

3. Aifiadir una relacién superflua. Cambiar R por R” = R U {r}, donde r es una
relacién que se deduce de las anteriores. Por ejemplo, si tenemos las rela-
ciones u, w y a, b son una palabras cualesquiera, podria ser » = aua™'bwb™'.

4. Eliminar una relacion superflua. Inversa de la anterior.

Asi que la respuesta a nuestro problema tiene un lado fécil, pero en realidad es
un problema muy dificial (problema de la palabra), ya nunca estamos seguros de
cudl es la longitud de la sucesion de transformaciones de Tietze que debemos
hacer para averiguar si dos grupos son isomorfos.

7. Nudos aplastados

Cuando fotografiamos un nudo tenemos una representacion del mismo en un
trozo de papel. Excepto para algunos dngulos de vision criticos, vemos el nudo
como un trazo continuo que, gracias a las sombras, se corta transversalmente a si
mismo, pasando unas veces por encima y otras por debajo. Una vez orientado el
nudo este hecho nos permite codificar en cierto modo la imagen: (punto 1 encima)-
(punto 2 encima)-(punto 3 debajo), etc., hasta pasar por todos los puntos de cruce
dos veces y cerrar el circulo. Claro que podemos ver un nudo desde distintos
puntos de vista y tener asi una codificacién diferente del mismo objeto.

As de guia 1 As de guia 2
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Es un fenémeno similar a la presentaciéon de un grupo en términos de gene-
radores y relaciones. Hay varias maneras de ver la misma cosa. El diagrama del
nudo, que asi se llama la version aplastada, o fotografiada del mismo, representara
el mismo nudo si se modifica por alguno de los movimientos elementales R1, R2
6 R3, llamados de Reidemeister. El primero consiste en girar un bucle, el segun-
do en deslizar un asa por debajo de una parte del cabo, o por encima, el tercero
deslizar un cabo de un cruce a otro.

Reidemeister 1 Reidemeister 2

Reidemeister 3

Mis atin, como en el caso de los grupos, si dos diagramas de nudo represen-
tan el mismo nudo es porque de deducen uno de otro por una sucesion finita de
movimientos de Reidemeister.

Tabla de nudos
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No pasemos por alto lo engafioso de esta afirmacion, pues aunque a veces
es muy fécil ver que dos diagramas representan el mismo nudo, puede resultar
terriblemente dificil ver que corresponden a nudos diferentes, pues no sabemos
cudntos movimientos elementales debiéramos hacer. No obstante para nudos con
pocos vértices en sus diagramas se sabe todo y podemos listarlos.

8. Tricoloreabilidad

Aunque no sepamos a ciencia cierta si dos nudos son equivalentes (homeo-
morfos por un homeomorfismo que arrastra el espacio) si nos interesan métodos
sencillos que nos permitan decidir en algunos casos que no lo son, es decir que
son esencialmente distintos. Por supuesto en general trabajando a partir de una
representacion plana, o diagrama, del nudo. El invariante més sencillo es el de tri-
coloreabilidad. La tricoloreabilidad es una propiedad de una representacion plana
que se conserva cada vez que hacemos un movimiento elemental de Reidemeis-
ter. Asi que ser tricoloreable o no es una propiedad del nudo, no solamente de la
representacion plana.

Tricoloreable

Pero, ;qué es la tricoloreabilidad?. Una representacion plana de un nudo se
divide en segmentos, los trazos continuos que usamos para la misma. Por ejem-
plo el nudo trivial representado por una circunferencia tiene un solo segmento, la
representacion clasica de un nudo de trébol tiene tres. Los movimientos de Rei-
demeister crean o eliminan segmentos. Tenemos tres colores, rojo, verde, azul, y
tenemos que usarlos todos. Hay que pintar cada segmento de un color y conseguir
que en cada punto de cruce aparezcan representados los tres colores. Entonces
decimos que el diagrama es tricoloreable. Si no, pues no lo es. Asi los nudos se
dividen de hecho en dos categorias: tricoloreables o no; el nudo trivial no es trico-
loreable y el de trébol si que lo es. Un buen entretenimiento consiste en determinar
esta propiedad en la tabla de nudos con pocos puntos de cruce.
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9. El grupo de un nudo

Después de los comentarios anteriores, ya hemos comprendido que un inva-
riante topoldgico interesante para un nudo es el grupo de Poincaré del complemen-
tario. No quiere decir esto que dos nudos que tengan el mismo grupo de Poincaré
sean necesariamente equivalentes; pero ya se trata de un invariante mucho mas
fino que la tricolorebilidad. A partir de una representacion plana (diagrama) hay
una manera de presentar este grupo en términos de generadores y relaciones; se
llama la representacién de Wirtinger. La razén de que la representaciéon de Wir-
tinger dé precisamente el grupo de Poincaré del complementario del nudo se debe
a un resultado de construccion de grupos de Poincaré, llamado teorema de Van
Kampen. No obstante lo que si es posible verificar por nosotros mismos, sin mas
que un poco de atencidn, es que el grupo que vamos a construir es un invarian-
te del nudo. Es decir: la variaciéon de nuestra presentacion cuando se efectiia un
movimiento de Reidemeister equivale a una sucesiéon de movimientos de Tietze.

Solo nos queda pues decir como es la representacion de Wirtinger. Se trata
de un nudo, que podemos orientar, asi que cada segmento tiene un flecha. Los
generadores son los segmentos del diagrama del nudo. A cada punto de cruce le
hacemos corresponder una relacion segiin una regla muy sencilla, que se puede
visualizar. Y ya esta.

Relaciones Wirtinger Calculo as de guia

Por supuesto, aqui no se termina la historia de los invariantes de nudos. De
hecho es una historia ain inconclusa, en la que siguen apareciendo polinomios
y otros tipos de invariantes con diferentes aplicaciones, incluso en la Mecdanica
Cudntica.

10. Los nudos de curva

Los nudos tienen un lugar notable en la Geometria Algebraica y Analitica y en
particular en la teoria de equisingularidad de Zariski para curvas planas complejas.
Voy a intentar dar una visién muy rdpida de lo que pasa. Una curva plana compleja
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C estd dada por una ecuacion

C={f(x,y)=0},

donde se entiende que x e y son variables complejas. Es decir la curva C es un sub-
conjunto de C2. Dado que los complejos son como R?, entonces C? se identifica
con el espacio euclideo de cuatro dimensiones y en este espacio la curva compleja
C tiene dos dimensiones reales. Nuestro problema es entender la estructura topo-
16gica de C en un entorno del origen de coordenadas. Mdas precisamente, cortamos
por una bola

B = {(x,y); Iz, Iyl < D}

y queremos entender como es C N B.

Lo primero que sabemos es la estructura conica de la singularidad. Quiere
esto decir que C N B es un cono proyectado desde el origen por C N dB, donde 0B
es la frontera

OB = {(x,y); x| = L[yl < 1} U{(x,y); x| < 1, [yl = 1} =T, U Ts.

Resulta que cada 7', T, es un toro relleno (una rosquilla) y que su interseccion
T, N T, es una superficie térica. Dado que 0B es el espacio euclideo, con un punto
en el infinito, se puede decir que “somos dos toros enlazados”.
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|

Dos toros enlazados Estructura conica

Asi pues lo que nos interesa es estudiar C N dB, como subconjunto de su
ambiente natural dB. Se trata de un nudo, o varios nudos enlazados si la curva
tiene mas de una componente. Pero méds atin, es un tipo muy particular de nudo,
llamado “nudo tdrico iterado”.

Para empezar, este nudo se puede ver “cerca” del toro Ty N T,. Se hecho, en el
caso muy tipico de la cispide y> — x* = 0, el nudo estd de hecho dibujado sobre
el toro, asi que es un “nudo térico”. No vamos a incluir aqui los cdlculos, ya que
seria penoso, aunque segurmente muy instructivo. Aquellos interesados lo pueden
intentar por si mismos, consultar a algin especialista en singularidades de curvas,
o bucear en los articulos clésicos de Zariski.
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=Nt =rntip
§ = frontera de {lz| + 2o/ < 1} =8 » D' UD' x 8

Un nudo torico

De hecho en general, el nudo de la curva se dibuja en un entorno del toro.
Ahora se considera ese entorno aisladamente, en el que volvemos a aproximar la
curva por una cuspide. hay un toro dentro del entorno del primer toro, anudado,
alrededor del cual se dibuja esta segunda cuspide. Esto se repite un niimero finito
de veces. Asi, lo que obtenemos es un “nudo térico iterado”

Nudo torico iterado

Este estudio topoldgico de las curvas planas en un punto tiene muchos reflejos
en otros aspectos del estudio de las singularidades y constituye todo un paquete
tedrico llamado “equisingularidad”.

11. Sistemas dinamicos

La idea de anudamiento, o enlazamiento también es til para estudiar como
se relacionan entre si las trayectorias posibles de una particula en un determinado
sistema dindmico (dado por ejemplo por un campo de vectores). Hay resultados
recientes de naturaleza asintética, ya sea porque las trayectorias se van verda-
deramente al infinito, ya sea porque tardan un tiempo infinito en acercarse a una
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singularidad. No es este el lugar para dar detalles, pero valga la idea de que gracias
al enlazamiento se puede seguir la “sombra” de un fenémeno de giro en espiral
cualdo este desaparece en el mundo formal no convergente.

Sistema dinamico

La anterior imagen es evocadora, pero ciertamente mereceria ser detallada en
otra ocasion por las distintas facetas que aparecen, en presencia de un sistema
dindmico, en la presentacion convergente-divergente de sus soluciones.
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