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Quedé sorprendido por el interés poco comiin de un piiblico, normalmente
inquieto, que aceptaba entrar en el juego de la reflexion. No extraiiaban las ideas
trascendentes, ni la aproximacion al infinito matemadtico, y tenian curiosidad por
conocer las tltimas razones de la sinrazon de las paradojas. Procuré ddrselas,
pero a través de esa compleja comunicacion, entre el orador y el auditorio, que
tan bien conocemos los profesores, percibi que no les bastaban las razones, sino
que exigian la verdad, una verdad clara e indiscutible.

Al final, las consultas de unos jovenes, posibles estudiantes de matemdticas,
tal vez algo deslumbrados por una problemdtica nueva, que preguntaban por el
camino a seguir para acceder a estudios superiores.

Pregunta semejante a la que el rey de Siracusa formulara a Arquimedes, hace
mds de veinte siglos. Fascinado el rey por la claridad y belleza con que Arqui-
medes presentara las teorias matemdticas, y deseando participar en este juego
intelectual, pidio que se le diera una instruccion rdpida en el método matemaditi-
co. “Lo siento majestad, en la Matematica no hay atajos para reyes”, le contesto
Arquimedes.

(Enrique Linés Escardd: “Reflexiones sobre la certeza matemdtica” . Leccion inau-
gural del curso 1984-1985, pronunciada el 1 de Octubre de 1984. UNED. Madrid.
1984).
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1. Introduccion

A guisa de introduccidn, viene a cuento que nos planteemos el problema ma-
tematico descrito por el ejemplo que viene a continuacién:

Ejemplo 1.1: Dos personas estan situadas en el centro del desierto, sin agua.
Alguien les dice que hay un oasis a diez minutos de alli. Lamentablemente, quien
tal cosa les dice no sabe en qué direccion y sentido hay que moverse para llegar
a él. Las dos personas deciden moverse ya que si se quedan quietos donde estdn
perecen de sed. Y deciden que caminardn juntos en busca del oasis. Pero tienen
que ponerse de acuerdo antes en la direccion y sentido hacia la cudl caminardn.
Cada uno de ellos tiene sus propias preferencias o pareceres basados en su intui-
cion', y entre estas posibles preferencias de cada individuo se puede considerar
que hay una idea de proximidad, similitud o incluso continuidad, en el sentido
que a direcciones proximas corresponden preferencias parecidas (proximas). An-
tes de moverse los dos individuos quieren ponerse de acuerdo. Para ello buscan
una regla que determine idea de preferencia comun, cumpliendo las siguientes
condiciones que podrian denominarse de sentido comun:

i) Si ambos tienen la misma preferencia, la regla les obliga a que se muevan en
la direccion y sentido que determina tal preferencia en la que ambos parten
ya de una coincidencia y acuerdo.

ii) El orden en que los dos individuos manifiestan sus preferencias no tiene efec-
to alguno sobre la decision que tomen siguiendo la regla. Esto es, no por
hablar primero o hablar mds un individuo va a imponer su preferencia al
otro. La regla trata a ambos individuos por igual.

iii) A preferencias proximas la regla debe asignar decisiones, esto es, determi-
naciones concretas de direccion y sentido en los que moverse, que resulten
también proximos.

La cuestion que se plantea es si estos individuos encontrardn una tal regla
que les permita salir del impasse moviéndose en alguna determinada direccion y
sentido, y, con suerte, encontrar el oasis y salvarse.

Por sorprendente que pueda parecer, el ejemplo anterior acaba planteando un
problema nada trivial que corresponde a una rama de la matematica habitualmente
considerada como “matemdtica pura”, a saber, se trata de un elegante problema
de Topologia Algebraica relacionado con la no retractibilidad de una banda de
Moebius sobre su frontera.

'Por ejemplo, algo le puede hacer pensar que el oasis se encuentra hacia el Noroeste, donde
saben que estdn las montafias.
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Pasamos ahora a analizar el ejemplo propuesto:

Comenzamos por observar que el conjunto de posibles preferencias de cada
individuo, en cuanto a elegir una direccién y sentido hacia la cual moverse, se
puede identificar con la circunferencia unidad S', sobre la que consideraremos su
topologia usual.

El disefio de una regla consiste, por tanto, en encontrar una determinada fun-
cién F : S! x S' — S! que sea continua, y que cumpla ademas que

F(x,y)=Fy,0)yFz2=z (xyzeSh.

Pero el hecho de que F(x,y) = F(y, x) nos puede hacer pensar en definir una
funcién continua directamente sobre un espacio topolégico cociente de S', tras
haber identificado el punto (x,y) con el punto (y,x) (x,y € S!).

Resulta que este cociente es topoldgicamente una banda de Moebius. Y resulta
ademads que los puntos de la diagonal de S! x S' se corresponden en este cociente,
precisamente, con la frontera de tal banda de Moebius.

Como la frontera de la banda de Moebius es topoldgicamente una circunfe-
rencia S', el objetivo del problema que nos ocupa consistiria en encontrar una
aplicacion continua de la banda de Moebius sobre su borde o frontera, cuya res-
triccion al borde fuese la aplicacion identidad. En otras palabras, hemos de hallar
una retraccion de la banda de Moebius sobre su frontera.

Y ahora, la teoria clasica de Homotopia en Topologia Algebraica nos dice que
no existe tal retraccion. Y el problema queda asi resuelto por la negativa:

No va a ser posible poner de acuerdo a esas dos personas.

(Puede verse un estudio mds detallado de este problema en el articulo titulado
“The Moebius strip and a social choice paradox”, de Juan Carlos Candeal y Es-
teban Indurain, Economics Letters, 1994).

Que nosotros sepamos, es la primera aplicacién en Ciencias Sociales? que se
le ha encontrado a esa extravagancia matemdtica que corresponde a una superficie
de una sola cara, y que conocemos con el nombre de banda o cinta de Moebius.

En estas aplicaciones de la matemadtica a las Ciencias Sociales, ha aparecido
recientemente una corriente que utiliza potentes resultados fopolégicos, propios
ademads de Topologia Algebraica (homologia y homotopia).

En el ejemplo que hemos propuesto aparece un “espacio de preferencias” que
se identifica con S!, y se busca después una aplicacién (regla) de S' x S! en S!
que cumpla determinadas propiedades. Pues bien, el caso general de este tipo de

2Hay una teoria apasionante, y aparecida hace no més de cincuenta afios, denominada “Teoria
Matemdtica de la Eleccion Social”; véase, por ejemplo, “Social Choice theory”, de Jerry S. Kelly
(Springer Verlag, New York, 1988).
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problema corresponde a buscar aplicaciones continuas del espacio producto X" de
n copias de un espacio topoldgico X que modela el “espacio de preferencias”, y
con valores en X. Y se ha demostrado que la existencia de una tal regla estd ligada
a propiedades topoldgicas de X, como la contractibilidad del espacio. En espacios
no contractibles® tal regla no siempre existe. Esta teorfa concreta tiene poco mas
de veinte afios y se considera iniciada en el articulo de G. Chichilnisky y G. Heal
titulado “Necessary and sufficient conditions for a resolution of the social choice
paradox” (Journal of Economic Theory, 1983).

2. La Teoria Matematica de la Eleccion Social

El problema planteado en la introduccién es un problema de “eleccién social”,
en el que a partir de las preferencias individuales (en este caso de dos agentes), se
ha de disefar una “regla”, o bien una “preferencia social” que ponga de acuerdo
a ambos, siendo considerada como la “preferencia de la sociedad en su conjunto”
(en este caso la “sociedad” es ese conjunto de dos individuos), y que debe reflejar y
respetar, en la medida de lo posible, las preferencias “individuales” de los agentes
que componen la sociedad.

Por fijar ideas, si hay unanimidad en un hecho (por ejemplo, si todos y cada
uno de los miembros de la sociedad, al establecer sus preferencias individuales,
dicen que “el elemento x es mejor que el y”) la “preferencia social” o “regla de
agregacion de preferencias individuales” deberé respetar esa unanimidad (no ten-
dria ningtin sentido ahora que la preferencia social declarase en ultima instancia
que y es mejor que x).

La Eleccién Social (o al menos, el enfoque matematico de la misma) puede
considerarse como una disciplina integrada en la “Teoria de la Decision”, disci-
plina cientifica que centrdndose en aspectos cuantitativos y estructurales trata de
estudiar la metodologia y propiedades de las reglas que llevan a un individuo, o
colectivo, a tomar una decision. Esta parte (Eleccion Social) de la Teoria de la
Decision esta dedicada al estudio de los métodos, sistemas e instituciones para la
realizacion de “elecciones colectivas™, esto es, elecciones o decisiones que afectan
a un colectivo (grupo de gente; votantes en unas elecciones; agentes economicos;
empresarios, directivos o socios que han de tomar una decisién econémica en su
empresa, etc.). La idea fundamental subyacente a toda la teoria de la Eleccion So-
cial es la busqueda de “buenas reglas de eleccion”, en el sentido de que la eleccion
“social” que se tome respete de algiin modo las preferencias “individuales” de ca-
da agente o individuo que forme parte del colectivo que haya tomado esa decision
“social”.

No resulta en absoluto sencillo el disefio de tales reglas. Si bien pueden encon-

3Esel caso de S'.
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trarse reglas que respeten alguna de las restricciones que nuestro “sentido comun”
impondria a una regla de eleccién “colectiva” (por ejemplo, que respete el anoni-
mato de los votantes), al elaborar una lista , incluso pequefia, de “restricciones que
nuestro sentido comin impondria a una regla de eleccién colectiva”, ya no es tan
sencillo encontrar una regla.

De hecho, y como muestra el famoso Teorema de Imposibilidad de Arrow
(1950-1951), puede incluso que no exista regla para una lista dada de restriccio-
nes.

Este resultado, quizd sorprendente cuando se tiene noticia de €l por prime-
ra vez, resulta desalentador, y, a nuestro modo de ver, contiene una fuerte carga
psicoldgica, ya que viene a decir que, de acuerdo con esa lista de restricciones im-
puestas por nuestro “sentido comun”, toda regla colectiva que se tome va a tener
alguna imperfeccion . En este sentido de la toma de decisiones colectivas, no so-
lamente cualquier colectivo o sociedad no seria perfecto, sino que, por mas que se
esforzase, nunca podria serlo. En efecto, no sélo para el colectivo resultara dificil
tomar una decision o regla de eleccidn social, sino que por més perfecta que sea la
regla que se tome, “nunca llovera a gusto de todos”, pues dicha regla contravendra
al menos una de esas restricciones impuestas.

Ante la aparicion de un resultado tan negativo como la no existencia de una
regla social (bajo una cierta lista de restricciones, logicas, que ha impuesto nues-
tro sentido comun) cabria incluso considerar como “caso cerrado”, ya carente de
interés, todo estudio de la “Eleccion Social”, pensando que, si no va a haber re-
gla, “ya no hay nada que estudiar, poco podemos hacer”. Dicho de otra manera,
el teorema de imposibilidad terminaria ya con todo estudio acerca de la Eleccion
Social (y ademds, terminaria de una manera desalentadora).

A nuestro modo de ver, esta postura anterior seria de lo mas acientifico. Pre-
cisamente, la aparicion de un teorema de imposibilidad como el de Arrow (1950-
1951), nos lleva a plantearnos cuestiones muy profundas, y de muy diversa indole.
Por ejemplo, a un nivel psicoldgico, nos lleva a replantearnos nuestra propia idea
de sentido comiin , ya que para encontrar algin resultado de “posibilidad” (exis-
tencia de regla) habremos de “relajar” esa idea inicial de sentido comun con la
que habiamos empezado. Esto habrd de hacerse tratando de eliminar algunas de
las restricciones que ese sentido comun inicial impondria a una regla de “elecciéon
social”, o cuando menos, sustituyéndolas por otras restricciones menos exigentes
(y, claro estd, que sigan siendo acordes con nuestro sentido comun). Ademads, y
a un nivel cientifico (y ya en un plano matemaético), incluso en una situacién de
imposibilidad (no existencia de regla colectiva) sigue teniendo interés el estudio
de “reglas”.

A pesar de que no habrd una regla que satisfaga todas las restricciones, o,
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en otras palabras, toda decision, regla, o eleccidon colectiva que se tome tendra
algin defecto, ya que ird en contra de alguna de las restricciones, no deja de tener
perfecto sentido, en tal situacidn, el estudio de “minimizacién de lo malo que
una regla pueda tener”, respondiendo a la idea de tener “del mal, el menos”, idea
que sigue siendo apasionante, y que genera numerosos problemas matematicos
aun por analizar. Si bien una regla tiene, seguro, algo de malo (por el resultado
de imposibilidad), puede todavia tener bastante de bueno, y, por ello, ser digna
de estudio. Cabe decir también que el saber “detectar” qué tiene de bueno (y,
sobre todo, qué tiene de malo) una regla dada, es “todo un arte”, entendiendo con
ello que, precisamente, la teoria de la Eleccion Social reserva gran parte de su
contenido al andlisis cualitativo (estudio, y “deteccion” de propiedades buenas y
malas) de las reglas de eleccidn social o decisién colectiva.

Ese andlisis cualitativo entronca con la idea anterior de saber relajar esa idea
inicial de sentido comun, puesto que han de buscarse “cualidades™ que sean pro-
ximas o parecidas a las que exigirfamos en esas restricciones iniciales de nuestro
sentido comun a una regla de eleccion colectiva, y que, aun siendo proximas, den
lugar a resultados de posibilidad (aparicién de reglas). Es tarea nada fécil, y que,
de nuevo, despierta el entusiasmo cientifico.

Veamos ahora algin ejemplo inicial acerca de cémo a partir de preferencias o
elecciones “individuales” no resulta en absoluto sencillo obtener una preferencia
o eleccion “social”, colectiva que satisfaga buenas propiedades:

Ejemplo 2.1 (El dilema del prisionero. Relaciéon de la Eleccién Social con la
Teoria de Juegos)

Imaginemos que dos atracadores A y B han sido capturados por la Policia, pe-
ro han podido destruir las pruebas de una accién criminal més grave, con lo que
esperan ser condenados, Unicamente, a una pena pequefia, por un delito menor.
Veamos cémo la Policia no tardard en hacerles caer y confesar, con “l6gica impla-
cable”, apelando a su “interés racional”: La situacién para ambos es idéntica, por
lo cual nos basta considerar el caso de uno cualquiera de ellos, sea A. Naturalmen-
te, la Policia estd interesada en conseguir una confesion completa de A, e intenta
convencerle de los beneficios que le reportara actuar de esa forma. Si su confesion
se utiliza para condenar a su compinche en el crimen, B, A quedar4 libre. Por otra
parte, si B también confiesa y la declaracioén de A no es ya necesaria para condenar
a B, la confesion de A serviria para mitigar un poco su pena, que se reduciria de 51
a 50 afios de cércel (suponemos que la pena mayor es de 50 afios, y la menor, de
un afo). Si a A le preocupa tinicamente su propio interés, su razonamiento acaba
siendo “no importa lo que haga B, lo importante para mi es confesar”. Como B
estd en la misma situaciéon de A hara lo mismo, siendo ambos condenados a 50
afos,... ;es esto un logro para ellos? Si en vez de un interés individual influido por
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lo “social” (pensando en lo que haga el otro recluso) hubiesen prescindido de él,
hubiesen observado que la tinica manera de alcanzar la pena menor es no confe-
sando, y hubiesen “optimizado la situacién colectiva” no confesando, siendo asi
condenados a una pena menor de un afo.

Comentario: Si no existiera el otro recluso, la preferencia “individual” de A (y
de B) seria no confesar. Al existir el otro recluso, el juego entra en accidn, y
si bien la mejor “regla colectiva” es “no confesar ninguno de los dos”, parece
que, siendo tanto A como B mads individualistas, o, en definitiva, mas egoistas, la
“regla colectiva” que apareceria es “confesar los dos”, cuya consecuencia final en
absoluto resulta la mejor para ambos.

Ejemplo 2.2 (Manipulacion del territorio que conduce a distinto resultado final en
una eleccidn de representantes en el Parlamento. Hasta la Geografia puede influir
en el resultado obtenido a través de una regla de Eleccién Social).

Un pais imaginario consta de nueve provincias, que denotaremos NW (Noroes-
te), NC (Norte Central), NE (Noreste), CW (Centro-Oeste), CC (Centro-Centro),
CE (Centro-Este), SW (Sur-Oeste), SC (Sur Central) y SE (Sureste). En dicho pais
va a haber unas elecciones democraticas donde se han de elegir tres representantes
en el Parlamento. Se presentan candidatos de dos partidos (que denotaremos A y
B). Se da la circunstancia de que cada una de las regiones esta igualmente poblada
por 170.000 habitantes con derecho a voto. Se ha hecho un sondeo electoral, y se
ha establecido que:

= En la provincia NW 10.000 votaran al partido A, y 7.000 al B.
= En la provincia NC 8.000 votaran al partido A, y 9.000 al B.

= En la provincia NE 7.000 votarén al partido A, y 10.000 al B.
= En la provincia CW 8.000 votardn al partido A, y 9.000 al B.
= En la provincia CC 10.000 votaran al partido A, y 7.000 al B.
= En la provincia CE 7.000 votaran al partido A, y 10.000 al B.
= En la provincia SW 8.000 votaran al partido A, y 9.000 al B.

= En la provincia SC 10.000 votaran al partido A, y 7.000 al B.
= En la provincia SE 7.000 votarén al partido A, y 10.000 al B.

Con este sondeo en la mano, si las regiones autonomas del pais fuesen “Tercio
Norte” (NW, NC, NE), “Franja Central” (CW, CC, CE) y “Tercio Sur” (SW, SC,
SE), y cada regién auténoma eligiera un representante por mayoria simple de
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votos, el partido B obtendria tres representantes, y nada quedaria para el partido
A. Sin embargo, si las regiones autonomas fuesen ‘“Banda Oeste” (NW, CW, SW),
“Banda Central” (NC, CC, SC) y “Banda Este” (NE, CE, SE), la situacién politica
final seria bien distinta, ya que el partido A ganaria en las dos primeras regiones,
perdiendo en la dltima. Habria asi dos representantes de A, y uno de B.

Evidentemente, si el Gobierno en el poder (antes de las elecciones) fuese del
partido A, podria sacar una ley diciendo que: “A partir de hoy, las regiones auto-
nomas seguirdn un esquema de franjas verticales” (los argumentos que explicaria
al ciudadano para justificar la necesidad de la ley nos tienen sin cuidado, el mo-
tivo politico estd bien claro).

Comentario: Ante una afirmacién como “hay cientificos (matemdticos, econo-
mistas,...) que se rompen la cabeza intentando buscar las reglas mds democrdti-
cas para nuestras elecciones”, hay quien pensard que “pues parece mentira que
piensen tanto, con lo facil que es contar el niimero de votos y aplicar una regla
de mayoria simple”. Creemos que este ejemplo anterior pondré en evidencia que
hasta algo “tan simple como la mayoria simple” se presta a no pocas sutilezas
y manipulaciones en un contexto de Eleccién Social (Io veremos también en el
siguiente Ejemplo 2.3). Es la propia teoria de la Eleccion Social la que nos adver-
tird de que estas trampas estdn ahi,... y, por tanto, hay que seguir rompiéndose la
cabeza intentando buscar las reglas mas democraticas, etcétera.

Ejemplo 2.3 (El orden de los factores puede alterar el producto).

Tres individuos A, B, C se presentan a un concurso compuesto por tres miem-
bros del jurado (P, Q y R). Cada miembro del jurado establece un orden de pre-
ferencias entre los candidatos, otorgando tres puntos a su mds preferido, dos al
siguiente, y uno a su menos preferido. Se da la circunstancia de que P ha esta-
blecido el orden (A, B, C); O ha establecido el orden (B, C, A); R ha establecido el
orden (C, A, B). Asi, todos los candidatos obtienen seis puntos. Lamentablemen-
te, el concurso sélo puede tener un ganador. El jurado debe, por tanto, establecer
un sistema de desempate que permita decidir quién es ese ganador. Veamos una
“regla” que permite que salga elegido uno de los tres previamente establecido de
antemano (con lo que la trampa es obvia). Por ejemplo, para que salga A proce-
demos como sigue: La eleccion se hace en dos fases; en la primera fase el jurado
elige uno entre B 'y C (olvidandose por el momento de A). Cada miembro del ju-
rado da dos puntos a su preferido entre By C, y un punto al otro. B gana por cinco
puntos a cuatro. Una vez hecho eso, la segunda fase consiste en confrontar A y B
de la misma manera que en la primera fase se confrontaron By C. A gana ahora
por cinco a cuatro, y resulta elegido.

Comentario: Las reglas que aqui se utilizan (antes y después del desempate), a
pesar de ser “numéricas” (se cuenta un nimero de puntos) son, en esencia, re-
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glas de mayoria simple. Donde mads claro se ve es en el sistema de desempate:
al confrontar B con C, B gana por mayoria simple (dos miembros del jurado le
prefieren). Y lo mismo ocurre al confrontar A con B.

Para resumir esta seccién diremos que no hemos pretendido dar una defini-
cion formal y rigurosa del concepto de “Eleccidon Social”. Quizé no la haya. Un
economista, un politico, un sociélogo, o un matematico tendrdn ideas y matices
diferenciados acerca del concepto, y todas esas ideas son perfectamente validas.
Hemos pretendido, eso si, hacer ver la necesidad de encontrar reglas para la toma
de decisiones colectivas, de estudiar las buenas (y las malas) propiedades que di-
chas reglas pueden tener, y, sobre todo, la complejidad a que puede dar lugar un
tal estudio (viendo por ejemplo las sutilezas de la regla de la mayoria simple y sus
afines). Es, a nuestro modo de ver, esa complejidad, lo que hace apasionante el
estudio sistematico de las reglas y sus propiedades. Y, para nosotros, ese estudio
“es” la Teoria de la Eleccion Social.

3. ¢Qué es un modelo de Eleccion Social?

Un modelo de Eleccion Social podria entenderse aqui ya como un:

“Conjunto determinado de “agentes” que han de establecer sus preferencias
individuales sobre un cierto conjunto de “bienes”, y que desean tomar decisiones
colectivas o de “eleccion social”. Asi mismo ha de haber un conjunto preestable-
cido de propiedades, basadas en el sentido comiin, que se han de exigir a toda
decision o regla de eleccion colectiva que se tome en dicho grupo de agentes”.

Como ejemplo, el modelo topoldgico de eleccion de Chichilnisky se basa en
un espacio topoldgico que representa las preferencias de cada agente (a cada agen-
te se le asocia el mismo espacio). A las reglas se les exige tres condiciones, que
son: continuidad, respeto de la unanimidad, y respeto del anonimato.

Estudiar un modelo significard analizar todas y cada una de sus caracteristicas,
tanto las relativas al grupo de agentes, como al conjunto de bienes sobre el que se
establece la preferencia, como a las reglas de eleccion social de ese modelo y sus
propiedades. Pero, la cuestiéon fundamental en todo modelo serd la existencia de
reglas de eleccidn social. Si, en el modelo, se han exigido demasiadas restricciones
a las reglas, o, si el conjunto de agentes, o el de bienes, no satisfacen ciertas
propiedades, podria no existir ninguna regla para tal modelo. Tales situaciones
aparecen, por ejemplo, en el modelo de Arrow, que es de tipo combinatorio, y
doénde el problema estd en haber exigido “demasiado” a la regla. Mientras, en el
modelo de Chichilnisky, si el espacio de preferencias no tiene buenas propiedades
topoldgicas (relativas a contractibilidad), las reglas pueden no existir.

Antes de empezar a hablar de modelos matematicos, conviene dar definiciones
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precisas acerca de qué vamos a entender nosotros por “regla”, y qué “propieda-
des” puede tener una tal regla. Daremos las definiciones (a menos de necesidad
imperiosa de lo contrario) para el caso “finito” (nimero finito de agentes, nime-
ro finito de bienes o alternativas,...). Esto no impide pensar en generalizaciones a
casos infinitos (numerables, continuos) relativos al nimero de agentes, o al de al-
ternativas (0 a ambos). Las definiciones para estos casos infinitos aparecen (en la
mayoria de los casos) como generalizacion o extrapolacion de las que se den para
casos finitos. Por ello entendemos que para este punto de arranque (presentaciéon
de conceptos) el caso finito estd mds de acuerdo con nuestra propia intuicion, y,
asi, ayuda mejor a fijar las ideas.

Nota: No renunciamos al trabajo con “casos infinitos”. De hecho, en los modelos
topoldgicos de Chichilnisky el espacio de preferencias serd un espacio topolégico,
que puede ser finito, o no serlo.

Introducimos, por tanto, conceptos previos acerca de reglas de Eleccion So-
cial. Supondremos, de momento, una Sociedad que consta de un nimero finito
“n” de individuos (agentes) {ay,...,a,}. Cada uno de estos individuos debe de-
cidir, elegir, o, simplemente, mostrar sus preferencias, acerca de un conjunto de
alternativas, que también supondremos finito, {by, . .., b;}. El nimero “k” de alter-
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nativas puede o no coincidir con el de agentes “n”. Cada agente tiene definida una
relacion de preferencias P; (i = 1,...,n) sobre el conjunto de alternativas.

Definicién 3.1: Una relacion de preferencia P definida sobre un conjunto X sera
para nosotros una relacion binaria definida en X, que satisface las condiciones
siguientes (supuesto que la notacidén xPy significa “x es preferido a y”):

[IP=E)

1) es irreflexiva (es decir, para ningtn “a” de X se verifica aPa),

i1) es asimétrica (es decir, nunca puede ser aPb y bPa al mismo tiempo, siendo
“a”y “b” elementos de X),

1ii) es transitiva (es decir, dados a, b, ¢ elementos de X, si es aPb y también bPc,
entonces debe ser cierto también aPc),

iv) es negativamente transitiva (es decir, dados a, b, ¢ elementos de X, si no se da
aPb, y tampoco se da bPc, entonces no se da aPc).

Definicién 3.2: Asociada a una relacion de preferencia P consideraremos dos re-
laciones mds, que denotaremos / y R. La relacion [ se dird “relacion de indife-
rencia”’, y se define alb (se lee: “a es indiferente a ) como “ni aPb, ni tampoco
bPa”). La relacién R, “relacién de preorden total asociado” se define como aRb
(se lee: “a es preferido o indiferente a »”) si o bien se da aPb, o se da alb.
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La notacién que emplearemos para designar a las relaciones de indiferencia y
preorden del agente “i”’ es [, R;.

Definicién 3.3: Una relacion de preferencia P se dird representable por una fun-
cion de utilidad, si existe una funcion numérica f : X — R (conjunto de los
numeros reales) tal que se verifique aPb siy sélo si f(a) > f(b), para cualesquie-
ra elementos a, b de X. Cualquier funcién que represente a P se dice “funcion de
utilidad para P”.

Nota: En el caso finito, toda relacién de preferencia es representable por una fun-
cion de utilidad, lo que permite, si es necesario, “visualizar numéricamente” cada
preferencia, manejando, directamente, una funcién de utilidad que la represente.
Muy distinta es la situacion para el caso de ser X infinito. Aqui, no necesariamente
una relacion de preferencias es representable.

Definicion 3.4: Un perfil de preferencias es una n-tupla u = (Py,..., P,), 0, en su
caso, (Ry,...,R,), siendo P;, R;, respectivamente, las relaciones de preferencia y
de preorden del agente “i” (i = 1,...,n) (laidea es que un perfil nos muestra “en
bloque” todas las preferencias de los agentes).

Definicién 3.5: Siendo Y el conjunto de alternativas, una funcion de eleccion es
una aplicacion del conjunto de las partes de Y (conjunto de todos los subconjuntos
posibles de Y, incluido el vacio) en si mismo. Un subconjunto del conjunto de al-
ternativas Y (o elemento, genérico, del conjunto de sus partes) se suele denominar,
técnicamente, “agenda” (nétese que una funcidén de eleccidn lleva asigna a una
agenda, otra agenda, con lo que, en esta primera definicién del concepto, no se
exige que esa asignacién sea un conjunto de un s6lo miembro).

Definicion 3.6: Una regla de Eleccion Social es una aplicacién C del conjunto de
perfiles en el conjunto de funciones de eleccion (a cada perfil “u” se le asocia una
funcion de eleccion que se suele denotar C),).

4. El modelo de Arrow y el teorema de imposibilidad de Arrow

Comenzamos ahora por ver qué restricciones exigiriamos a una regla de elec-
cién social, basdndonos en nuestro sentido comiin®*. Para ello necesitamos intro-
ducir una serie de definiciones previas.

Definicion 4.1: Dada una regla de eleccién C, y un perfil u, diremos que una
agenda “a” estd en el dominio de elecciéon de C, si se verifica que C,(a) es un

4Como se verd, a partir del teorema de imposibilidad de Arrow podré decirse aquello de que
“el sentido comiin es el menos comiin de los sentidos”.
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subconjunto no vacio de la agenda “a”. Se dice que la regla C tiene la propiedad
de dominio universal, si para todo perfil u, cualquier agenda no vacia pertenece al
dominio de C,.

Definicion 4.2: Se dice que la regla C satisface la condicion fuerte de Pareto si,
para todo perfil u = (Ry,...,R,), para cualesquiera dos alternativas “x” e “y”, ta

les que para toda preferenc1a P; que aparezca en el perfil “u” se cumple que xRiy,
existiendo al menos un tal que xP,y, y para toda agenda “a” que contenga a la
alternativa “x” , se Verlﬁca que la alternativa “y” no pertenece a C,(a). Esta con-
dicién viene a decir que si todo el mundo con51dera que x es al menos tan bueno
como Yy, habiendo al menos un agente que considera x mejor que y, y ademds x
pertenece a la “lista de alternativas finalmente elegidas”, no tiene sentido que “y”

esté en dicha lista.

G‘ *99

Definicion 4.3: Se denomina coalicion (S') a todo subconjunto del conjunto de
agentes (sociedad) N = 1,...,n. Dada una regla de eleccién social C (relativa a
dicha sociedad, y sobre un conjunto de alternativas X), se dice que la coalicién
S es decisiva para la alternativa “x” frente a la alternativa “y” si para cualquier
perfil u = (Py,...,P,), tal que para toda preferencia P, relatlva a algin agente
en S sea xRy, existiendo al menos un agente ¢ en S para el que sea xP,y, y para
cualquier agenda “v” que contenga a “x”, se verifica que “y” no pertenece a C,(v).
En el caso de que una coalicién sea decisiva para cualquier par de alternativas,
entonces diremos simplemente que “es decisiva”. Si existe una coalicién decisiva
compuesta por un s6lo agente “i”, se dice que este agente es un dictador para la
regla C. Una regla de eleccion social, C, se dice dictatorial si existe un dictador
para dicha regla.

Definicién 4.4: Diremos que una regla de eleccion social, C, satisface la condicién
de independencia de las alternativas irrelevantes, si para cualquier agenda v, y
cualesquiera dos perfiles u;,u, cuya actuacion sobre la agenda sea idéntica, se
tiene que Cuy(v) = Cup(v).

Definicion 4.5: Se dice que una funcién de eleccion F admite una representacion,
si existe una relacién binaria ¢ sobre el conjunto de alternativas X, tal que para
cualquier agenda v se verifica que

F(v) ={x: xeselementode v, x¢y, paratodo yde v}.

Se dice ademads que F admite una representacion transitiva, si existe una relacion
binaria ¢ reflexiva, transitiva, y completa (preorden completo) que representa a F'.
Una regla de eleccion social C se dice representable si para cualquier perfil “u”
la funcién de elecciéon C, admite una representacion. Y se dice trans1t1vamente
representable si para cualquier perfil admite una representacion transitiva.
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Llegados a este punto, hemos visto ya una serie de condiciones que nuestro
sentido comun impondria a cualquier regla de eleccién que se precie de tener
“buenas propiedades”. Asi, por ejemplo, sucede en el modelo de Arrow que trata
de encontrar reglas de eleccion social verificando las cinco condiciones siguientes:

1) Propiedad de dominio universal.

ii) Condicién fuerte de Pareto.

111) No existencia de dictador.

iv) Independencia de las alternativas irrelevantes.
v) Representabilidad transitiva.

Aparentemente, parece que no se ha exigido gran cosa (sélo cinco condiciones
que responden a nuestras ideas intuitivas de lo “exigible” a una regla colectiva).
Pues bien, lamentablemente, ocurre que si hay al menos tres agentes y al menos
tres alternativas, el modelo de Arrow es vacio, es decir: No existe ninguna regla
de eleccion social que satisfaga conjuntamente las cinco condiciones anteriores.

Teorema 4.1 (Teorema de Imposibilidad de Arrow): Para una sociedad con al
menos tres agentes, que definen sus preferencias sobre un conjunto de al menos
tres alternativas, no existe ninguna regla de eleccion social que satisfaga simul-
taneamente las condiciones de dominio universal, fuerte de Pareto, no existencia
de dictador, independencia de las alternativas irrelevantes, y representabilidad
transitiva.

Este resultado de imposibilidad aparecié por primera vez en los trabajos de
Kenneth J. Arrow (Premio Nobel de Economia en 1972), hacia 1950. La idea
original estaba ya en su articulo “A difficulty in the concept of Social Welfare”,
Journal of Political Economy 58, 328-346 (1950), asi como en su libro “Social
Choice and individual values”, Yale University Press, New Haven, CT, 1951. No
obstante, es en la segunda edicion (1963) de dicho libro donde aparecen mas ideas
relacionadas con la génesis del problema, asi como una demostracion completa y
rigurosa del teorema de imposibilidad. Cabe imaginar, y comentar una vez mas,
el tremendo impacto que un resultado asi produjo (y sigue produciendo) en la
teoria de la Eleccion Social. A partir de este resultado, “parece como si no pudié-
ramos fiarnos de ninguna regla de eleccion colectiva”. Asi mismo, nos obliga a
replantearnos nuestra propia idea de sentido comun, en cuanto a eleccion social
se refiere, tratando de disefiar nuevos modelos de eleccidn social, a cuyas reglas,
por un lado, se les exija “casi lo mismo” (restricciones lo mds proximas posible)
que en el modelo de Arrow, pero que, por otro lado, sean no vacios, esto es, den
lugar a resultados de posibilidad (existencia de alguna regla).
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Por su riqueza de ideas, contenidos, y presentacion, ademds de por su facil y
amena lectura, merece recomendar al lector la linea de demostracidn del libro de
J.S. Kelly “Social Choice Theory” (Springer Verlag, 1988), asi como también la
demostracién, ideas, y enfoque que aparecen en el libro de I. Ekeland “Economie
Mathématique” (Hermann, Paris, 1979).

La mayor parte de las pruebas cldsicas del teorema de imposibilidad de Arrow
utilizan fundamentalmente Combinatoria y Matemdtica Discreta.

5. Las reglas de eleccion de Chichilnisky y la aproximacion to-
poldgica a problemas de Eleccion Social

Una vez estudiado el modelo de Arrow, y visto el teorema de imposibilidad,
una tarea a realizar (o linea de investigacion a seguir) es la busqueda de otros
modelos que den lugar a resultados de posibilidad, esto es, que dichos modelos
sean no vacios (contengan al menos una regla de eleccién social).

Una aproximacion a la Eleccion Social, construyendo modelos que, si no en
todos los casos, en situaciones significativas son no vacios, es el estudio de los
modelos topoldgicos de Chichilnisky, y las reglas de elecciéon de Chichilnisky
asociadas a dichos modelos. El estudio de dichos modelos se encuadra en el mar-
co de la agregacion topoldgica de preferencias. Como ya hemos comentado, la
idea de “agregacion” corresponde a la necesidad de “pasar de lo individual a lo
colectivo o social”.

Asi, con preferencias, el problema de la agregacién serda encontrar una “pre-
ferencia social” (que se dird agregada) a partir de la familia de preferencias in-
dividuales, y de manera que la preferencia social cumpla alguna condicién, tam-
bién “de sentido comun”, para con las preferencias individuales “que entran en la
agregacion”. De igual modo, cabe hablar de agregacion de funciones de utilidad,
predrdenes, etc.

La idea subyacente es siempre la misma (obtener “un agregado social” a partir
de “componentes individuales”). Las técnicas matemadticas para estudios sobre
agregacién son muy variadas, si bien en estos nuevos modelos se introdujeron
técnicas fopologicas. Més adelante se introdujo también algin resultado basado
en técnicas algebraicas.

Los modelos de Chichilnisky aparecieron a partir de articulos de Graciela Chi-
chilnisky publicados desde finales de los afios setenta. Cabe destacar los siguien-
tes: G. Chichilnisky, “Social choice and the topology of spaces of preferences”,
Advances in Mathematics 37, 165-176 (1980) y G. Chichilnisky y G. Heal, “Ne-
cessary and sufficient conditions for a resolution of the Social Choice paradox”,
Journal of Economic Theory 31, 68-87 (1983).
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A diferencia del modelo de Arrow, en los modelos de Chichilnisky el nimero
de posibles relaciones de preferencia de cada agente sobre el conjunto de alter-
nativas puede ser infinito (de hecho, en la mayoria de los casos asi lo serd). Esto
lleva a que el niimero de alternativas sea también infinito: es un sencillo ejercicio
demostrar que sobre un conjunto de k alternativas, un agente puede definir hasta
k' =k-(k—-1)-(k—=2)-...-3-2-1 preferencias estrictas (sin declarar nada
indiferente). En cualquier caso, y aunque grande, es un nimero finito. Asi mis-
mo, atin habiendo posibilidad de declarar algin tipo de indiferencia, el nimero de
preferencias posibles sobre k alternativas sigue siendo finito.

El nimero de agentes también puede ser infinito, aunque suele trabarse casi
siempre (salvo en algun resultado especifico) con un nimero finito de agentes.

Una idea clave para la construccion de los modelos de Chichilnisky estriba en
suponer que el conjunto de preferencias de cada agente es un espacio topoldgico
Z, que suele suponerse de Hausdorff (separado).

En realidad, para casi todos los efectos, basta suponer que Z es un conjunto so-
bre el que se tiene definida una idea de proximidad o de contigiiidad . Asi mismo,
cuando se trabaje con aplicaciones entre tales espacios, basta con tener una idea
acerca de continuidad de dichas aplicaciones. En esencia, la continuidad viene a
indicar “respeto de la proximidad entre puntos” (puntos contiguos se aplican en
puntos contiguos).

Veamos ahora cudles son esas propiedades que nuestro sentido comin impon-
dria ahora a las reglas, para disefar asi el modelo de Chichilnisky:

Definicién 5.1: Diremos que una regla f : Z" — Z respeta la unanimidad si se
verifica que f(z,...,z) = z, para cualquier elemento z de Z.

Definicion 5.2: Diremos que una regla f : Z" — Z respeta el anonimato si se

verifica que f(zi,...,2,) = f(x1,...,x,), donde (x1,...,x,) es una reordenacion
(esto es, permutacion de posiciones entre los elementos de la n-tupla) cualquiera
de (z1,...,20), Y (21,-..,2,) sOn “n” elementos cualesquiera de Z.

Definicion 5.3: Una n-regla de Chichilnisky sobre el espacio de preferencias Z es
una aplicacién f : Z" — Z satisfaciendo las tres condiciones siguientes:

(1) Es continua.
(i1) Respeta la unanimidad.

(ii1) Respeta el anonimato.

Definicion 5.4: Un modelo topologico (finito) de Chichilnisky constara de una
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sociedad de “n” agentes. Las preferencias de cada agente constituyen un espacio
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topoldgico separado (Hausdorff) Z, el mismo para todos los agentes. Las reglas
del modelo seran n-reglas de Chichilnisky, es decir, aplicaciones f : 2" — Z
continuas, y respetando la unanimidad y el anonimato.

Se tratara de estudiar si el modelo es 0 no vacio (esto es, si 0 no en él existen
en él n-reglas de Chichilnisky).

La existencia de n-reglas de Chichilnisky estd intimamente ligada a la topo-
logia del espacio Z. Esto es, segin sea la topologia de Z existirdn n-reglas, o no
existird ninguna.

Lo importante ahora, desde el punto de vista de la teoria matematica de la
Eleccion Social, es que en este contexto topoldgico aparecen resultados de posi-
bilidad, pues, en contraposicion con el modelo de Arrow que desemboca siempre
en un resultado de imposibilidad, en estos modelos de Chichilnisky aparecen fa-
milias de espacios topoldgicos para los que si va a haber reglas de agregacion
“social” de las preferencias individuales. Es un hecho muy importante, ya que fue
en este contexto topoldgico donde se probaron los primeros resultados de “posi-
bilidad”, hoy ya clésicos, que se conocen y manejan en Eleccidn Social.

Comentamos a continuacién alguno de los principales resultados en esta di-
reccion.

Teorema 5.1 (Teorema de Imposibilidad de Chichilnisky): Existen espacios topo-
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logicos Z, y valores de “n” para los que no existe ninguna n-regla de Chichilnisky.

Comentario: Hemos contemplado ya el caso de tomar Z = S', yn = 2. G.
Chichilnisky prob6 también este resultado de no existencia en 1980 (véase “Social
choice and the topology of spaces of preferences”, de G. Chichilnisky, publicado
en Advances in Mathematics 37, pp. 165-176, en 1980), para el caso mas general
de esferas de dimensién k (para cualquier k natural mayor que 1) , y cualquier
numero finito y mayor que dos, de agentes.

Teorema 5.2 (Teorema de existencia de Chichilnisky-Heal): Sea Z un espacio
topologico que tiene estructura de complejo celular (CW-complejo) parafinito.
Entonces, Z admite n-reglas de Chichilnisky para cualquier valor de “n” siy
solamente si Z es un espacio topologico contractible.

Comentario: No definiremos aqui el concepto de CW-complejo celular parafini-
to, ni tampoco el de espacio contractible. Bastenos decir que son espacios “na-
turales”, y quedarnos con la idea intuitiva de que un espacio es contractible si
mediante deformacion continua puede contraerse a un punto. Por ejemplo, un dis-
co es contractible a su centro (vamos achicando su tamafio de forma continua,
hasta que el radio del disco valga cero), mientras que un aro (circunferencia uni-
dad), o la superficie de un balén de fiitbol (esfera S?) no lo es. Este resultado fue
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demostrado por G. Chichilnisky y G. Heal en un trabajo conjunto de 1983, que ya
hemos mencionado anteriormente.

Cabe decir para terminar que muchos otros modelos topolégicos de Eleccion
Social han aparecido en la literatura a partir de los trabajos pioneros de Chichil-
nisky y Heal.

También es un hecho a destacar que los fundamentos topoldgicos abstractos de
los resultados obtenidos por Chichilnisky eran ya conocidos desde mucho tiem-
po atrds (véase, por ejemplo, “Aufbau von Mittelwerte mehreren Argumente I”,
publicado® en 1933 en Mathematische Annalen 109, pp. 235-253), si bien todo
parece indicar que a nadie hasta la llegada de Chichilnisky y Heal se le habia ocu-
rrido encontrarles la mds minima aplicacion, y mucho menos atn en una teoria
tan aparentemente alejada de la “Matematica Pura” como es la Eleccion Social.
Este es el gran mérito de estos autores.
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SUna segunda parte, con el titulo “Aufbau von Mittelwerte mehreren Argumente II” se publicé
en 1935 en la misma revista, en el volumen 11, pp. 713-730. Ademas, el mismo autor public6 en
esa misma revista (ya en 1943), en el volumen 119, pp. 210-215, un nuevo articulo sobre el tema,
titulado “Uber Raiime mit Mittelbindungen”.
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