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Sobre la Historia del
Concepto Topolégico de Curva
por

Juan Tarrés Freixenet

INTRODUCCION

En su famoso libro Gridzuge der Mengenlehre, de 1914, Hausdorff
afirma:

“No damos ninguna definicion de curva; los conjuntos a los que con-
venimos dar este nombre son de naturaleza tan heterogénea que no encajan
en ninguna definicion de cardcter general”.

Ya en 1897, en el I Congreso Internacional de Matemdticos, Adolf
Hurwitz habia propuesto algunas cuestiones al respecto, indicando la con-
veniencia de dar respuesta adecuada a preguntas tales como:

., Qué es una curva?
., Qué es una curva simple cerrada?
i Qué es una curva cerrada en general?

iSon todas las curvas cerradas, o sélo algunas de ellas, las que son
admisibles en el Teorema de Cauchy?

De hecho, estas dudas acerca del concepto de curva venian de antiguo
pero en esa época el detonante habia sido, sin duda, la aparicién de algunos
ejemplos de curvas patoldgicas, y basicamente, la llamada curva de Peano.

Por supuesto, la probleméatica planteada a propdsito de las curvas
puede extenderse al concepto de superficie. Ambos estan vinculados a la
dificultad de dar definiciones matemdticamente aceptables de un concepto
tan intuitivamente claro como es el de continuo.

En 1693, en su Tractatus de Quadratura Curvarum, Isaac Newton
plantea esta cuestién cuando afirma:

“No voy a considerar aqui cantidades matemdticas compuestas de partes
extremadamente pequenas, sino como generadas por un movimiento o flujo
continuo. Las lineas se describen, y por describirse son generadas, no por
superposicion de partes, sino por un flujo continuo de puntos...”
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Y D’ Alembert, en la Enciclopedia Metodica. Matemdticas (1784-
1789) se ocupa también de estas cuestiones cuando en su articulo Punto
dice:

“Solo existen realmente los sélidos tridimensionales; los puntos, las
lineas y las superficies existen por abstraccion y son bordes de las figuras
respectivas, una unidad superior en dimension”

Otros autores se ocuparon de estos conceptos durante el siglo XVIII,
aunque algunos de ellos lo hicieron desde una perspectiva mas filoséfica, al
considerar que nociones como curva, superficie y continuo debian estable-
cerse sin tener en cuenta ninguna idea ajena a ellas mismas y, por supuesto,
excluyendo cualquier mencion a la idea de movimiento.

Tal es el caso de A.G. Baumgarten quien, en su obra titulada Me-
taphisica afirma:

“Una serie de puntos con puntos intermedios que da lugar a una linea
es un continuo...”

Afirmaciéon un tanto ambigua, pues supone establecido el concepto
de linea para dar el de continuo, lo que, hasta cierto punto, parece una
contradiccién, ya que, por otra parte, da la sensacién de que identifica
ambos conceptos.

Una visién mas matematica es la que da A.G. Knaster al decir:

“Una cantidad continua es algo cuyas partes estdn conectadas de tal
forma que, al detenerse, otras comienzan inmediatamente y entre un ez-
tremo y otro no hay ninguna que no pertenezca a esta cantidad”.

Observemos que esta definicién de continuo (o cantidad continua) su-
giere una idea un tanto imprecisa de linea como conjunto de puntos situados
unos préximos a otros de tal manera que entre ellos no puede haber fisuras.
Es decir, se plantea, tal vez sin tener conciencia de ello, la necesidad de
buscar una estructura interna en determinados “conjuntos de puntos” que
nos indique una idea de “proximidad” entre ellos.

LAS IDEAS DE B. BOLZANO

Surge entonces la figura de Bernhard Bolzano (1781-1848), profesor
en Praga y que, junto a una gran base matematica, presentaba una exce-
lente formacion filoséfica y teoldgica. Por este motivo, Bolzano considera
de las matematicas lo que éstas tienen de especulativo y, en consecuen-
cia, no debe extrafiarnos su obsesién por el rigor a la hora de establecer
definiciones y dar demostraciones de los resultados obtenidos.
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Nos detendermos un poco a analizar sus logros en el campo de la Geo-
metria, pues fue él el primero en dar la clave de una posible definicién
“topoldgica” del concepto de linea.

La dedicacién de Bolzano a temas geométricos se circunscribe a los
primeros afnos de su actividad cientifica y a los ultimos de su vida.

Sus obras al respecto son:

1. Betrachtungen tiber einige Gegenstinde der Elementargeometrie (1804)

2. Die drey Probleme der Rectification, der Complanation und der Cu-
birung, ohne Betrachtung des unendlich Kleinen, ohne die Annahmen
des Archimedes und ohne irgend eine nicht streng erweisliche Voraus-
setzung geldst; zugleich als Probe einer gdanslichen Umstaltung der
Raumuwissenschaft, allen Mathematikern zur Prifung vorgelegt (1817)

3. Uber Haltung (1843)
4. Geometrische Begriffe (1844)

Asimismo, se pueden encontrar referencias geométricas en su obra
péstuma Paradozien des Unendlichen (1851).

En todas ellas se establece como objetivo prioritario dar definiciones
intrinsecas y rigurosas de los conceptos de curva, superficie, cuerpo sélido
y continuo. Un primer paso para ello aparecera ya en el Betrachtungen...
de 1804, en donde se da un concepto de distancia entre dos puntos del
espacio. Su obsesién por no hacer uso de nociones ajenas a los conceptos
considerados le impide dar una definicién de esta nocién en la que a cada
par de puntos se asocie un numero, lo que simplificaria las cosas de ma-
nera considerable. Por el contrario, sus ansias de generalidad hacen que la
definicién dada sea poco menos que incomprensible:

“Lo que se asocia al punto b en relacion con el punto a, de manera
que es independiente del punto a (que es exactamente éste y no otro); es
decir, lo que podria estar en relacion con otro punto, por ejemplo c, recibe
el nombre de distancia del punto b tomada desde a”.

Pese a todo, Bolzano va a utilizar su “distancia” entre pares de puntos
pensando (sin decirlo) que “lo que se asocia” a los puntos a y b es, en
realidad, un nimero.

En esta linea de actuacién, en Die drey Probleme... da la siguiente
definicion:

“Entendemos por vecino de un punto a otro punto de la interseccion
del objeto espacial considerado con la superficie de una esfera cuyo centro
es el punto de referencia y su radio coincide con la distancia dada”




LA GACETA 63

Fijémonos en que Bolzano, con este concepto, acaba de fijar la nocién
de bola métrica. No obstante, al considerar como “vecinos” los puntos
situados exactamente a una determinada distancia del punto dado le va a
llevar a ciertas contradicciones y hard que haya que esperar 89 anos hasta
que, en 1906, M. Fréchet dé su definicién de espacio métrico abstracto.

Pero en lo que concierne a nuestros objetivos, en estas primeras obras

geométricas, Bolzano presenta una (jprimera?) definicién intrinseca de
curva:

“Un objeto espacial con la propiedad de que todo punto del mismo
tiene exactamente un numero finito de puntos vecinos correspondientes a
cada distancia menor que una distancia dada recibe el nombre de linea”.

Claramente, aqui si se tienen en cuenta los nimeros como “soporte”
del concepto de distancia, y todavia mas si se observan las ilustraciones que
da el propio Bolzano:

Ficura 1l

Ademsds, es asombrosa la intuicién de Bolzano, que parece acertar en
las claves del concepto topolédgico de curva o linea. Claro que su definicién
es imperfecta, pues, por ejemplo, figuras como la que aparece a continuacién

puede considerarse una “curva” y, en cambio, no verifica la definicién dada
anteriormente:

FIGURA 2
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Estas anomalias quedaron corregidas en sus dos tltimas obras de Geo-
metria de 1843 y 1844:

“Llamo a una extension tal que cada punto tiene solamente algunos
puntos vecinos para cada distancia suficientemente pequernia, de manera
que el conjunto de ellos, considerado en si mismo para cada una de las
distancias, no constituye una ertension, objeto espacial simple o linea”.

Hay que interpretar la frase “no constituye una extensién” como que
dicho conjunto de puntos no es “conexo” en algiin sentido (probablemente,
el més intuitivo).

También en estos dos libros aparece una primera definicién de la nocién
de curva cerrada:

“Una linea simple cerrada es aquella en la que cada punto tiene dos
puntos vecinos, pero ningun punto posee vecinos para toda distancia mayor
que una distancia dada’.

Es éste un claro ejemplo de mala definicion. Hay que aclarar que
cuando habla de “dos puntos vecinos” se refiere a distancias suficientemente
pequeiias. No obstante, el intervalo abierto (0,1) se ajusta a esta definicién
y, por supuesto, no es una curva cerrada.

Defectos como éste obligan a Bolzano a modificar esta iltima defini-
cién en un apéndice del Geometrische Begriffe, en donde se da una versién
corregida de la misma:

“Diremos que una linea es cerrada si:

1. La distancia entre dos puntos de la misma no puede superar una
cantidad dada.

Todo punto tiene dos vecinos para distancias suficientemente pequenas.

3. No se puede anadir a dicha linea ningun punto o conjunto de puntos
que no formen una linea sin que el conjunto resultante deje de ser
una linea y siga teniendo puntos vecinos para cada distancia suficien-
temente pequena.

FiGura 3
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La definicién anterior exige que la linea sea simple, pues una curva tal
como la de la figura 3 cumple los requisitos de la definicién.

Pero, sin embargo, si la curva no es simple, la definicién no queda
satisfecha:

2 P A
(o]

3 — 4
FIGURA 4

En consecuencia, hay que rectificar de nuevo la definicién, exigiendo
que en las condiciones (2) y (3) aparezca la frase “un nimero par de puntos
vecinos”. Con todo, todavia surge un inconveniente: dos lineas separadas
como las de la figura 5 no forman una curva cerrada y, en cambio, cumplen
las condiciones de la definicién:

OQOQ

FIGURA b

Esta anomalia se puede subsanar sin dificultad (y asi lo hace Bolzano)
mediante la definicién siguiente:

“Diremos que una linea es cerrada y conexa si ninguna parte de
la misma que sea ya una linea cerrada se puede suprimir sin que la parte
restante deje de ser una linea cerrada”.

En Geometrische Begriffe, Bolzano formula el siguiente teorema, que
da sin demostracién, y en el que se involucran las nociones de curva y
superficie:

“Toda curva simple cerrada contenida en una superficie divide a ésta
en dos partes, que se distinguen entre st por el hecho de que todos los puntos
de la superficie que no pertenecen a la linea estdn a un lado de ésta o en el
lado opuesto”.
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Este enunciado es, precisamente, el que dara C. Jordan cuarenta anos
mas tarde al establecer su famoso “Teorema de la Curva”, pero este ultimo
se restringe al plano y no a una superficie cualquiera, ya que en este caso
méas general el teorema es evidentemente falso. Basta considerar para ello
la superficie de un toro y la curva C de la figura 6:

FIGURA 6

El concepto de superficie que manejaba Bolzano entra en la misma
filosofia que el que habia dado de curva:

“Un objeto espacial con la propiedad de que cualquiera de sus puntos
tiene exactamente un numero finito de lineas separadas completas de puntos
vecinos, correspondientes a cada distancia menor que una distancia dada,
recibe el nombre de superficie”.

Definicién que da una verdadera idea del caracter inductivo del con-
cepto de dimensién para espacios abstractos, cuestion que Bolzano habia
captado perfectamente.

La actividad geométrica de Bolzano en relacién con los conceptos de
curva, y superficie no se limité a dar buenas definiciones de estos conceptos.
Entre los anos 1830 y 1834 dio un ejemplo de una funciéon continua en
todos sus puntos que no es derivable en ninguno de ellos. La funcién queda
descrita por su grafica, y esta descripcién viene dada a través de una cons-
truccidén de tipo iterativo que da lugar a una curva, obtenida como limite de
lineas poligonales. Este proceso resulta sorprendente para la época en que
tuvo lugar, aunque hoy en dia sean habituales este tipo de construcciones en
el tratamiento de determinadas curvas fractales, como las curvas de Koch,
Besikovitch, Sierpinski, Menger, etc.

Esta curva se construye como sigue:

Sea P(@), un segmento rectilineo, y considérese una direccién d, distinta
de la de PQ. Dividamos P por su punto medio M y tomemos los puntos
Py, Py, P3, Q1, Q2, Q3 tales que PP, = PP, = P,P3 = PsM = MQ; =
= @102 = Q2Q3 = Q30Q.
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FIiGUurA 7

Si Py y Qf son los simétricos de Ps y Q3 respectivamente con respecto
a la recta r, paralela a la direccién d por el punto M, formamos la linea
poligonal PP;Q5Q y repetimos el proceso en cada uno de los cuatro lados
de esta poligonal, y asi sucesivamente. El limite de estas lineas es la curva
buscada.

Los HIPERESPACIOS

Desgraciadamente, los trabajos de Bolzano quedaron olvidados réapi-
damente y sus ideas tuvieron que esperar largo tiempo antes de ser redes-
cubiertas, ya en el siglo XX. No obstante, a mediados del siglo XIX habia
una corriente muy fuerte que propugnaba, el establecimiento de definiciones
que permitieran el uso de espacios de dimensién superior a tres y el desa-
rrollo de una geometria en los mismos que generalizara la desarrollada en
el espacio fisico tridimensional.

Aunque el primer matemético importante que tomé en consideracién
esta cuestion a lo largo de la primera mitad del siglo fue Carl Friedrich
Gauss, las primeras definiciones rigurosas de tales espacios debemos atri-
buirlas a Hermann Grassmann (1809-1877) y Bernhard Riemann
(1826-1866).

El primero de ellos publicé un libro en 1844, titulado Die Lineale
Ausdenungslehre, en el que se desarrolla la que su autor denomina Teoria
de la Extension al mismo tiempo que expresa que tal teoria va mas alld que
la propia geometria en su concepcién del espacio:

“Mi teoria de la extension constituye la base de la teoria del espacio; es
decir, es una ciencia matemdtica pura independiente de cualquier intuicion
espacial, cuya principal aplicacion al espacio es la Geometria”
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“Asi, los teoremas de la geometria tienden siempre a la generalizacion,
pero en virtud de su limitacion a tres dimensiones, tal generalizacion no
puede llevarse a cabo; esto es posible en la teoria de la extension”.

Dentro de este contexto, Grassmann da una definicién de linea, o
extension-forma de primer orden que recuerda las primeras ideas de New-
ton:

“Entendemos por extension-forma de primer orden la totalidad de ele-
mentos en el cual un elemento generador pasa a través de un cambio con-
tinuo...”

Este concepto implica, como vemos, una nocién de “cambio continuo”
e implica tener que recurrir a nociones externas para el establecimiento de la
propia definicién. Sin embargo, lleva consigo el notable avance de desligar el
concepto de linea, o curva, de la intuicién determinada por el espacio fisico
tridimensional. Esto lo pretendia también Bolzano al dar su definicién
de distancia. Tal vez, si se hubieran coordinado los esfuerzos de ambos
se hubiera podido llegar mds rdpidamente a conclusiones cientificamente
aceptables.
_ Enla misma linea de Grassmann estd Riemann quien, en su famoso
Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen, de 1854, se
ocupa también de los espacios de dimensién arbitraria y establece:

“Fl verdadero cardcter de una variedad unidimensional (curva) es que
la progresién continua (movimiento) es solamente posible en dos direcciones
o sentidos opuestos. Si se supone que una variedad de dimensién uno pasa
a través de una serie de variedades igualmente unidimenstonales en co-
rrespondencia punto a punto se obtiene una variedad de dimension dos

(superficie),...”

Est4 claro que, ademéas de hablar de unos determinados espacios abs-
tractos como son las variedades, Riemann habia captado, igual que lo
habian hecho Bolzano y Grassmann, el caricter inductivo de la dimen-
sién de las figuras. Realmente, estos trabajos representan una auténtica
revolucién acerca de la idea del espacio asi como de los elementos con-
tenidos en el mismo, a los que no es ajeno, por supuesto, el concepto de
curva, que a partir de ahora habrd que tratar desde un punto de vista
mucho mas general.

ALGUNAS IDEAS DE G. CANTOR

En las décadas de los anos 1870 y 1880 surge con gran fuerza la figura
de Georg Cantor (1845-1918) que entre los anos 1879 y 1884 publicd,
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como es bien sabido, una serie de seis articulos en los Mathematische An-
nalen bajo el titulo Uber unendliche lineaire Punktmannichfaltigkeiten (So-
bre los conjuntos infinitos lineales de puntos) en los que fija las bases de la
“topologia” de los conjuntos del espacio euclideo de dimensién n. En estos
trabajos se encuentran sus definiciones de punto de acumulacién de un con-
junto, conjunto derivado, punto aislado, punto interior, etc. y en particular
una definicién de continuo, concebido como un conjunto perfecto, o conjun-
to que coincide con su conjunto derivado, que esta bien encadenado, nocién
esta ultima que estd estrechamente ligada a la de conjunto conexo y que,
en un espacio euclideo, es equivalente a ella cuando se trata de conjuntos
compactos.

En la obra de Cantor podemos encontrar también una definiciéon de
curva plana:

“Una curva plana es un continuo sin puntos interiores”

Este concepto recibira, ya en los primeros anos del siglo XX, el nombre
de linea cantoriana, objeto de consideracion y estudio a cargo de matemsa-
ticos del prestigio de L. Zoretti, A. Schoenflies, W. Sierpinski o P.
Urysohn.

Sin embargo, a finales de los anos 1870 surge una profunda crisis acerca
de los conceptos de curva y superficie y, en general, de la idea de dimensién
de las figuras, al probar Cantor que los puntos de un segmento podia
ponerse en correspondencia biunivoca con los de un cuadrado y, en general,
con los de un cubo n-dimensional. Esta “paradoja” obligé a plantearse la
revision de la nocién de dimensién de los objetos geométricos.

LA CURVA DE PEANO

Los matematicos de finales del siglo XIX que hicieron las aportaciones
mas relevantes al campo de la teoria de curvas fueron, sin ningin género
de dudas, Camille Jordan (1838-1922) y Giuseppe Peano (1858-1932).

Las ideas de Jordan estan contenidas en su Cours d’ Analyse, obra en
tres tomos cuya primera edicién aparecié en 1882. En una nota al final del
tercer volumen se encuentra su famoso Teorema de la curva:

“Toda curva plana cerrada, simple y continua divide al plano en dos
regiones, una exterior y otra interior, de manera que esta ultima no puede
reducirse a cero, pues contiene un circulo de radio finito”

Se define una curva plana C' como una sucesién de puntos representa-
dos por las ecuaciones:

x = f(t)
y = g(t)
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Aqui, f y g son funciones del parametro ¢t. Ademas:

1. Si son continuas se dice que C' es una curva continua.
2. Si tienen un periodo comun, C es una curva cerrada

3. Si existen t # t' con f(t) = f(t') y g(t) = g(¥) y ademds, la curva es
cerrada, diremos que C' tiene puntos maultiples.

Parecia que con esta definicién se habia asestado un golpe definitivo al
problema de la definicién de la nocién de curva. No obstante, en ella no se
aprecia caracter inductivo alguno, por lo que no resulta sencillo generalizar
esta idea a la definicién de superficie y otros objetos de dimensién superior.

No fue necesario plantearse esta ultima cuestién desde este punto de
vista ya que la definicién de curva dada por Jordan sufrié un durisimo
golpe en 1890 de la mano de Giuseppe Peano quien, en un articulo ti-
tulado Sur une courbe qui remplit toute une aire plaine define una curva
continua que recubre todos los puntos de un cuadrado; es decir, la imagen
geométrica de la misma tiene dimensién dos.

La descripcién dada por Peano es analitica y no da ningtin método
que permita “representar” su curva. Considera el sistema ternario de nu-
meracién y denomina “cifra” a cada uno de los nimeros {0,1,2}. Para toda
sucesién de cifras {a1, a9, as, ...} se escribe:

T = 0, aijasas...
Por otra parte, dada una cifra a se define:

Ka = 2-—a
K'a = K(K" la)

Se cumple entonces:

l. Ka=b<= Kb=a
2. Ka =a (méd. 2)

3. Sin es par, K™a = a; si n es impar, K"a = Ka

Ahora, a

T = 0,(11(120,3' ce

se asocian las sucesiones:
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X=0,b1b2b3--- Y=0,616203'--

b = a1 c1 = K%ay

by = K*ag Co = K(“1+“3)a4

bs = K(a2+a4)a5 c3 = K(a1+a3+a5)a6

bn — K(az+-"+a2n—2)a2n_1 Cn = K(a1+---+a2n—1)a2n

Asimismo, se tiene:

a1 = by CL2=Kb161

........................................................................

................................................

................................................

Es decir, T determina el par (X,Y) y reciprocamente. Para T = 0, ajaza3...
llamamos:

Se cumple que 0< t <1; es decir, T es la expansion triddica del
nimero t. Tenemos también que si val(T) = val(T") y T y T’ llevan aso-
ciados los pares de sucesiones (X,Y) y (X', Y’) respectivamente, entonces,

val(X) = val(X') wval(Y) = val(Y’)

Tenemos asi una aplicacién (suprayectiva pero no inyectiva) del in-
tervalo unidad I = [0,1] en el cuadrado I?, dada de manera que a cada
nimero ¢ € I le corresponde el punto (z,y) de I? determinado de tal forma
que si es t = val(T) y T va asociado al par (X,Y) entonces es z = val(X),
y = val(Y). Se prueba también que esta aplicacién es continua.

Esta curva desperté inmediatamente un enorme interés entre los ma-
tematicos, pues era el primer “monstruo” que surgia en este contexto y no
tardaron en aparecer varios trabajos referidos a la misma. Asi, en 1891,
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D. Hilbert public6 un articulo en los Mathematische Annalen en el que se
da un método que permite “visualizar” el proceso de construccién de una
curva como la de Peano, y que se obtiene como limite de lineas poligonales,
igual que la curva de Bolzano, ya considerada.

Para cada valor de n se divide el intervalo unitario I = [0,1] en 4"
intervalos I, de longitud 47", y el cuadrado I?, en 4"cuadrados S,, de lado
27 ™. Se establece una correspondencia biyectiva entre los intervalos I, y
los cuadrados S,, de manera que: :

1. A intervalos adyacentes corresponden cuadrados también adyacentes.

2. A los cuatro intervalos I, 1 de I,, corresponden los cuatro cuadrados

Asi, a toda sucesién infinita decreciente de intervalos {I,,} se le asocia
otra {S,} de las mismas caracteristicas. SiT'(I,) es el nimero real definido
por la sucesién {I,}, y Z(S,), el punto del plano determinado por {S,},
podemos plantear una correspondencia continua entre cada nimero T'(1,)

y el punto (S,), de tal forma que cuando T'(I,) recorre todo el intervalo
I =[0,1], Z(S,) completaré todo el cuadrado I2.

N 4 2 R 5 . & B L/L‘:J R gn } 2
5 r P 77 silunflls n
| . g
2 J
J & 9 2 '_3 {J H EF"
I I ]
4 J {7 13
L [_l L.3
4 “ Tl o
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FIGURA 8

En 1897, el matematico italiano E. Cesaro dio una expresion analitica
para una curva de este tipo, dada de tal forma que si es:

fa(t) = ([3™] — 3.3" 1] — 1),(_1)[3t]+[32t]+...+[3"“1t]

la curva en cuestion se puede representar por las ecuaciones:

T = 213_"-f2n—1(t) y=Y 37" fan(t)
n= n=1
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Existen otras construcciones de la curva de Peano. Una muy notable
es la dada por E.H. Moore en 1900 en un articulo (On certain crinkly
curves) en el que se hace un estudio my detallado de la construccién de
Hilbert y se propone una del mismo estilo cuya “visualizacién” conserva
los llamados “puntos nodales” en el limite.
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LAS NUEVAS DEFINICIONES

Se hace preciso pues revisar la nocién de curva. En 1905, Oswald Ve-
blen propone una definicién axiomaética de curva simple que, finalmente,
resulta ser equivalente a la dada por Jordan. También en 1905, L. Zoret-
ti, y en 1908, A. Schoenflies, toman la antigua definicién de Cantor
y establecen el concepto de linea cantoriana como un continuo plano sin
puntos interiores.

La definicién de Zoretti y Schoenflies va a calar hondo ya que, de
una parte, es una definicién intrinseca, y por otra, maneja los conceptos
cantorianos de continuo y punto interior, nociones bésicas en una teoria
topoldgica de los espacios abstractos, en plena gestacién en aquellos afios.
Dentro de este contexto, destaquemos la construccién realizada por W.
Sierpinski en 1916, en la que se define una curva (la alfombra de Sierpins-
ki) que resulta ser un continuo cantoriano localmente conexo que, ademss,
es universal para todas las lineas de Cantor.

En junio de 1921, el matematico ruso D. F. Egorov propone al joven
P. Urysohn las dos cuestiones siguientes:

1. Dar una definicién topoldgica intrinseca de curva cuya restriccién al
plano sea equivalente al concepto de linea cantoriana.
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2. Dar una definicién del mismo tipo que englobe una coleccién suficien-

temente amplia de conjuntos conocidos habitualmente como superfi-
cies.
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En agosto del mismo afio, Urysohn comunica a su maestro una solu-
cién a ambos problemas, solucién que incluye una definicién general de
dimensién para espacios métricos compactos:

1. Sean C, un conjunto, y z € C. La descomposicién:

C=AuBUC

en conjuntos disjuntos dos a dos es una e-separacién de z si:

i) z€A
i1) Los conjuntos A y C estdn separados
i1i) AU B C Be(z)

2. Si para todo € > 0 el punto z € C puede ser e-separado por el
conjunto vacio diremos que z tiene dimensién cero respecto a C:

dim,(C) =0

3. Si todos los puntos de C tienen dimensién cero respecto a C, se
dice que este conjunto tiene dimensién cero:

dim(C) =0

4. Un punto z € C que no sea de dimensién menor que n respecto a
C y tal que para todo € < 0 existe una e-separacién B de x de dimensién
menor que n, es un punto de dimensién n respecto a C":

dim,(C) =n
5. dim(C) = n si dim,(C) = n para todo xz € C.
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Define entonces Urysohn una curva como un continuo de dimension
uno. Estos resultados se publicaron en versién abreviada en los Comptes
rendus de I’ Académie des Sciences de Paris el mismo ano 1921, y en ver-
sién completa en los dos trabajos pdstumos (recopilados por su amigo P.
Alexandroff, tras la muerte en accidente de Urysohn) en la revista Fun-
damenta Mathematicae en los anos 1925 y 1926 bajo el titulo Memoire sur
les Multiplicités Cantoriennes.

Al mismo tiempo que Urysohn, en Viena, K. Menger daba otro con-
cepto de dimensiéon topolégica que resulta ser equivalente al de Urysohn
en los espacios métricos separables, y que surge de una manera parecida al
caso de este ultimo.

En 1920, H. Hahn estaba dando un Seminario en la Universidad de
Viena y propuso el problema de dar una definicién adecuada del concepto de
curva. De forma casual, el joven Menger (que contaba entonces 17 afios)
asistié a aquella sesién del seminario y se hizo eco de la propuesta. Una
semana mas tarde llamaba a la puerta del Profesor Hahn para presentarle
una solucion:

“Una curva es un conjunto de puntos tal que cada uno de ellos tiene
entornos arbitrariamente pequenos cuyos bordes cortan el conjunto dado en
una cantidad finita de puntos”.

iSorpresa! jHacia mas de un siglo que Bolzano habia dicho exacta-
mente lo mismo! la solucion dada por Menger interesé6 mucho a Hahn,
quien la elaboré para darle una aspecto mas formal y se dio esta versién
revisada de la definicién:

“Un continuo K recibe el nombre de curva si en cada entorno U de
cualquier punto p de K existe un entorno U’, contenido en U, de manera
que la interseccion del borde de U’ con K no contiene conjuntos coneros”.

Los trabajos de Menger se publicaron los afios 1923 y 1926 en la re-
vista Monatschefte fiir Mathematik und Physik en una serie de dos articulos
titulados Uber die Dimensionalitat von Punktmengen. En 1928, el propio
Menger recogi6 sus resultados en el libro Dimensionstheorie, en donde se
establece lo que desde entonces se conoce como Teoria de la Dimension
Topoldgica.

Conforme a las teorias de Menger, todas las curvas del espacio eu-
clideo tridimensional pueden sumergirse mediante homeomorfismos en la
llamada curva de Menger, conocida también como la esponja de Menger,
que, como es bien sabido es uno de los modelos habituales de curvas frac-
tales (Fig. 11)

El concepto de dimensién que se adopté formalmente en un principio
es el dado por Menger, aunque como ya hemos senialado, es equivalente
a la definicién de Urysohn en determinados tipos de espacios; posterior-
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mente, se han dado otras definiciones de dimensién. De esta manera, obje-
tos geométricos como las curvas quedan inmersos, desde el punto de vista
topoldgico, dentro de esta teoria mas general, con la salvedad de que se les
exige la condicién de ser continuos topolégicos.
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