ESFERA, GUASA Y GEOMETRIA

(Un poco de todo: Arte, papiroflexia, humor y geometria)

Por fin he dado cima a la ilusion de mi vida: fabricar una esfera de papel. No me gustaban esas hechas de
cufias esféricas como las que inspiran los meridianos de los globos terraqueos. Mi esfera tiene infinitos
puntos, pero ese infinito es de orden inferior porque sus puntos resultan agrupados en conjuntos planarios
(circunferencias). Es de cartulina reforzada, por exigencias del guion. En fin, dejemos aparte las cuestio-
nes personales y vayamos al grano.

Como todo el mundo sabe, las cosas existen desde el Big Bang: las cosas y los animales; la esfera y el
hombre, por poner un ejemplo. Naturalmente, ni la esfera ni el hombre estaban alli como se nos presentan
hoy. De ello se dio cuenta enseguida Darwin que se apresuro a decir que tanto la esfera como el hombre
habian llegado a su estado actual a fuerza de evolucion.

Tomemos el caso del hombre. Nadie sabe como era €ste en el instante primigenio, pero parece cierto,
segiin los hallazgos paleontologicos, que su primitivo asentamiento estuvo en el centro de Africa y no en
el Paraiso Terrenal de la Mesopotamia como se nos ha contado para nuestro entretenimiento, a nifios y
mayores que se hacen como nifos.

La manzana, como recordamos todos los que estudiamos Historia Sagrada, es la protagonista del Paraiso
Terrenal. He visto en Divulgamat una manzana preciosa, debidamente coloreada, que era mezcla de toro
y esfera. Las manzanas han sido siempre muy dadas al protagonismo. No hay mas que recordar la manza-
na de la discordia desencadenando la guerra de Troya (Paris y Helena), aquélla cuya caida inspird a
Newton la Ley de la Gravitacion Universal o las famosas de Annie Manzanas (Bette Davis en Un gdnster
para un milagro) que sirvieron para que Dandy, el ganster neoyorquino (Glenn Ford), redimiera a la
mendiga de su estado de ciudadana del hampa.

Redenciéon y manzana, también en el Paraiso Terrenal. Luego lleg6 Milton que adorné el paraiso con lu-
chas de angeles y otros efectos especiales y asi, evolucionando sin parar, la especie humana ha alcanzado
ese grado de perfeccion que culmina en el recibo de la luz, dificilmente superable.

Con la esfera ha ocurrido algo parecido. No sé¢ como Plutarco no incluyo en su coleccion de vidas parale-
las la del hombre y la esfera. A lo mejor lo hizo, pero como los antiguos eran tan descuidados y lo perdian
todo, quien sabe qué ha podido suceder. Sin entrar en muchos detalles, ya hemos dado un vistazo a la
evolucion del hombre, pero no se pierdan la de la esfera.

La esfera del Big Bang no era como la que conocemos: tenia forma de tetraedro. Pronto se dio cuenta de
ello Platon que, con su concepto de la idea y un poco de cut and try, engendro otros cuatro poliedros re-
gulares mediante evolucion. Platon fue el pionero de la esfera a la que se aproxim6 tanto como permite un
icosaedro. Sabia muy bien lo que habia escrito Jorge Manrique:

... que la esfera no es esfera

si no rueda
Como todos los seres tienen nombre, la esfera y el hombre, también. Quiero decir nombre cientifico
ademads de nombre vulgar. Los nombres son variados seglin las circunstancias y las épocas. Asi, antes,
habia homo erectus, pero de esos ya no quedan porque los hombres se inclinaron a inclinarse tanto ante el
poder que, como decia un hampodn de la pelicula de Frank Capra antes referida, se les habia hecho callo
en el ombligo; eso era de tantas reverencias como tenian que hacer en el entrenamiento a que e/ Dandy
los sometia para ensayar que eran personas respetables.



Asi pues, el hombre se ha quedado en homo sapiens, que no sé a quien se le ha ocurrido semejante nom-
bre, vistas las cosas que hace. Y menos mal, porque antes el hombre era poco inferior a los angeles
(Salmo 8). El Padre Feijoo explicaba esto en una de sus Paradojas Matematicas afirmando que el hombre
y el angel eran asintoticos.

Volviendo a la esfera, la cosa no queda en Platon, porque después vino Arquimedes .

que se dedic6 a truncar todo lo que habia hecho su antecesor y, truncando, truncan- g

do, consiguio el icosaedro truncado que es el antecedente directo del balon de futbol N §
(Fig. 1): de cada una de sus pirdmides pentagonales corté un pentagono y, de paso,

cada tridngulo equildtero qued6 rebanado como exagono. Arquimedes murio sin sa-

berlo, pero habia descubierto la Liga de Campeones. Su esfera no tenia infinitos pun- _
tos, sino solamente los 60 de sus vértices, suficientes, sin embargo, incluso para me-
ter goles de cabeza sin riesgo de herirse con las puntas del balon. Espero que dentro Fio. 1
de nada en todos los estadios de futbol se erija un monumento al del ;Eureka! &
Como muy bien matizan los ingleses, el futbol es un deporte en que unos bestias juegan a lo sefiorito,
mientras que el rugby es un juego de sefioritos que juegan a lo bestia. Asi pues, el balon de Arquimedes
hubo de ser mejorado por el homo sapiens mediante el inflado que era desconocido en la Magna Grecia.
(Ver http://www.caprichos-ingenieros.com/papirabstracta3.html ).

El perspicaz lector ya se ha dado cuenta de que se me ha olvidado citar los nombres vulgares que se asig-
nan a hombres y esferas; helos aqui en version sumaria: menda, tio, para el homo sapiens; bola, pelota,
para la esfera. Aunque sabido es que, algunos plumillas, tanto de la palabra escrita como de la que se lle-
va el viento, dicen esférico. Pero eso es solo para darse importancia delante de sus colegas.

Se me olvidaba también lo del fullereno (Fig. 2). Como en Siracusa no existia ni
Sociedad General de Autores ni Registro de la Propiedad, Arquimedes no pudo pa-
tentar su invento aunque, vaya usted a saber si Platon le hubiera dejado ... El caso
es que el homo sapiens que siempre se olvida de la antigliedad, patent6 en 1985 el
fullereno a nombre de Fuller, el arquitecto Buckminster Fuller que emple¢ la estruc-
tura del icosaedro truncado en la construccion de sus cupulas geodésicas. El fullere-
no es una forma alotrdpica estable del carbono, que se afiade a las ya conocidas del
diamante y el grafito (Ceo -un 4tomo de C en cada vértice; recordar que hay en jue-
go 60 vértices-). Podria afirmarse, en rigor, que el fullereno es también una forma
alotropica del balon de futbol porque esta hecho de exdgonos y pentdgonos relle-
nando una superficie esférica.

Hablemos ya de mis esferas, que tienen cosas muy particulares. En primer lu-
gar debo aclarar que lo que a mi me interesaba era teselar una esfera con circu-
los y con sus consecuencias pero, infeliz de mi, la cosa no es tan facil como
pensaba. Pretendia que los circulos fueran todos idénticos al igual que sus in-
terespacios, pero al avanzar el montaje vi que para estos se imponia una mez-
cla de tridangulos, cuadrilateros y hasta pentdgonos esféricos, y atin asi quedaba
algn que otro hueco anémalo. Lo que consegui al final fue lo que llamo un
teselado aleatorio (Fig. 3).

Fig. 3




Curiosamente, hacia poco que habia necesitado hurgar en los teselados planos (para los teselados curvo-
espaciales estd Gaudi) y recordaba uno en que se combinaban arcos de circulo de radios en proporcion
aurea que ofrecia un vistoso resultado. Sin dudarlo, acudi a la ayuda de don Fibonacci y, milagrosamente,
comprobé que los pequetios circulos dureos encajaban divinamente en los huecos raros, y aparecian bien
acomodados entre sus hermanos mayores.

Vengo hablando de circulos sobre una esfera sin explicar la relacion entre ambas cosas. La relacion es,
simplemente, un cono: la generatriz de éste es el radio de la esfera, su vértice, el centro, y la circunferen-
cia de su base queda asentada en la superficie esférica a modo de tesela. Los numerosos conos tangentes
entre si confluyen en el centro de la esfera de forma muy natural y dandole una gran consistencia. Se tra-
ta, pues, de una esfera conoidea y, ademads, virtual. O sea, una gavilla de cuadricas degeneradas hermana-
das para formar una cudadrica perfectamente virtuosa.

No hay que decir que la esfera rueda muy bien, y es notable apreciar como su centro se ve desplazandose
a la altura constante de su radio, mientras la bola gira. Esta es la primera vez que he visto el centro de una
esfera. Para confirmar el fenomeno he consultado a todas las videntes que conozco, por si ellas, que ven
mas que nadie, habian visto alguna vez el centro de sus bolas de cristal. Ninguna tiene experiencia de
haberlo visto jamas. Quién sabe si lo veran en el futuro, pues el futuro es su especialidad.

Fue esta construccion la que me condujo a esferificar los cinco solidos platonicos. Yo los habia visto an-
tes inscritos o circunscritos a esferas y, excepcionalmente, he encontrado un pentagonododecaedro aldm-
brico (que sélo tiene aristas) envolviendo una esfera-globo, es decir con sus aristas tangentes a la esfera.

Yo he hecho algo parecido, pero distinto, con los cinco poliedros platonicos: he conseguido las circunfe-
rencias inscritas en sus caras para que de por si constituyan la esfera virtual; y ello por medio de conos
como expliqué mas arriba. Mis esferas tienen un tamafio intermedio entre las inscritas y las circunscritas a
los poliedros regulares (Fig. 4).

Fig. 4



Voy a mostrar ahora, brevemente y a titulo de ejemplo, el andamiaje que me ha permitido edificar la esfe-
ra icosaédrica.

Sea | el lado del triangulo de un icosaedro.
En las pags. 193 / 194 de mi libro Matematicas y Papiroflexia

(Extraordinario 2000.pdf o http://www.caprichos-ingenieros.com/papiromat.html -ver enlace al final de
la pagina-)

se ha calculado que el radio R del icosaedro es R =0,9510565 x 1. R es algo mayor que la generatriz g del
cono. Ya lo dije antes: g es el radio de mi esfera y R es el de la esfera circunscrita al poliedro.

En la pag. 193 se calcula el angulo entre dos caras adyacentes del poliedro, que me permite dibujar en
Autocad la fig. 3 de la pag. 193. Afiadiendo a esa figura la posicion del centro del poliedro ya determina-
da, puedo medir directamente la distancia del centro del poliedro al punto medio de un lado que resulta
ser la generatriz del cono g =0,809017 x 1.

Esto mismo se puede calcular siguiendo el texto y las figuras de las paginas referidas pero, al ser engorro-
s0, yo he optado por la medida directa en Autocad que se obtiene con rapidez, precision y seguridad.

El radio r del circulo base del cono es el de una circunferencia inscrita en un triangulo icosaédrico (Fig.
5). Que vale 1/3 de la altura de éste. Sera:

r=/3)V(I*=(*/4)=(3/6)x1
El angulo completo a del cono valdra:

o =2 arc sen (V3 /(6 x 0,809017)) = 41,81°

Fig. 5

En las paginas 234 / 235 del mismo libro se indica coémo construir un cono a partir de su desarrollo obte-
nido mediante el radio de su base y la generatriz.

Recordando lo de la evolucion, ya se ve que las esferas basadas en el tetraedro y el hexaedro (Figs. 6 y 7)
son de rodadura practicamente imposible; la del octaedro empieza a resultar precaria (Fig. 8 destacando
solo una mitad); la del dodecaedro (Fig. 9 mostrando un solo pentagono), medianamente aceptable, y la
del icosaedro (ver Fig. 5), buena. Las otras dos esferas que he construido (de teselado aleatorio y teselado
fractalico) al estar hechas de muchos mas conos, resultan de excelente rodadura.



Fig. 6 Fig. 7 Fig. 8

Fig. 9

Me faltaba resefiar otra particularidad platonica. Los interespacios entre cir-
cunferencias resultan de la siguiente manera en forma de poligonos regula-
res esféricos: tridngulos en el caso del tetraedro, hexaedro y dodecaedro;
cuadrados en el octaedro y pentdgonos en el icosaedro.

Hasta aqui, lo platonico y el teselado aleatorio (Fig. 3). Pero yo no queria
rendirme y segui buscando otras formas de teselacion. Asi es como di con la Fig. 10
que represento en la Fig. 10, que me recuerda la esfera de Riemann. En esa

figura represento una esfera teselada con circulos que decrecen en diametro

a medida que se alejan del ecuador; naturalmente, en los polos se encuentran los més pequefios.

La esfera de Riemann es una trasposicion del plano complejo, al del espacio. En el ecuador, y en cuadra-
tura, aparecen las unidades positiva y negativa, tanto real como imaginaria. En el polo norte esta el infini-
to, y en el sur el cero.

Lo que yo he pretendido en mi esfera es un teselado fractalico, de esos cuyas teselas tienden a cero cuan-
do se acercan al infinito, el infinito horizonte al que nunca se llega. En mi caso el cero y el infinito son
una misma cosa. Quiero decir que en mi construccion, en el limite, ambos polos estarian poblados de una
cantidad infinita de circulos de radio cero. Claro que, para ello, los circulos del ecuador también se habr-
ian hecho mas pequefios, aunque siempre mayores que cero.



Cabria preguntar qué tienen que ver mis esferas conoideas con las del tipo fullereno. La Fig. 11 es un
icosaedro en el que se muestran: un pentagono (rojo) rodeado de hexagonos (azules), como en el fullere-
no; una circunferencia (verde) inscrita en una de las caras triangulares del poliedro, y que son las bases de
los conos de mi esfera; las circunferencias concéntricas con los pentdgonos (amarillas), todas tangentes
entre si 'y que, cuando el baldn se infle, quedaran asentadas en su superficie esférica.

Fig. 11

EL SUBPRODUCTO

Lo que viene ahora no es en realidad un subproducto, sino todo lo contrario: es un preproducto. Lo que yo
queria hacer desde el principio era un montaje de conos como el de la Fig. 12, pero mientras trabajaba en
¢l se me aparecio la relacion interconica que me arrastré a la esfera y, ya en ésta, a la posibilidad de esfe-
rificar los poliedros platonicos. Terminado todo ello ya me pude dedicar
con tranquilidad a la construccion de lo que ahora llamo inmerecidamente
el subproducto. Al construirlo me beneficié

de la experiencia que acumulé fabricando

conos y que me resulté de gran utilidad.

Empecé por dibujar en Autocad la Fig. 13 en

la que se exigian ciertas condiciones: el ta-

mafio, proporciones y cantidad de conos,

ademas de la condicion fundamental de que

cada vértice debia apoyarse en un punto de

la generatriz del precedente de manera que

el cono entrante quedara impedido de

resbalar hacia fuera. Y, por supuesto, habia que

conseguir que el conjunto completo de los conos Fig. 13
se cerrara en circulo, con precision de simetria.

Fig. 12

Asi consegui la Fig. 12, pero luego no sabia qué hacer con ella por tratarse de un conjunto fragil. Lo pri-
mero que hice fue reforzar las uniones entreconos para disefar a continuacion un asentamiento adecuado.
El de la Fig. 14, que me proporcionaba estas ventajas: era un conjunto sencillo y vistoso que se logra con
relativa facilidad plegando sucesivamente en monte y valle curvados; entre las dos figuras del conjunto
habia el necesario contraste de color y, sobre todo, se daba la facilidad de producir el ajuste fino en el
desarrollo del cono negro al girar éste el angulo preciso que requiere el encunado de una figura en la otra.



Fig. 14

Fig. 15

El conjunto final resulto ser el de la Fig. 15 que, para esos que siempre preguntan, ;/y eso qué es? hay
varias respuestas: una tarta conica, una noria, una turbina Pelton, o una anguila de mazapan de Toledo.
Usted elija; que el cliente siempre tiene razon.

Pero mi amigo José Ignacio Royo Prieto, que es mucho mas serio que yo, me dice que ¢l esta investigan-
do en el Departamento de Matematica aplicada en la Universidad del Pais Vasco, sobre la foliacion de
Reeb, que es algo muy semejante a esta pintoresca cosa mia. Vean como la Fig. 16 le da la razén. Yo le
deseo a José Ignacio todo el éxito que se merece: Los fabricantes de turbinas Pelton se lo agradeceran.

Fig. 16




