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1. ;Qué es un fractal?

A finales del siglo XIX surgieron conjuntos muy irregulares que poseian
propiedades geométricas y analiticas sorprendentes. El primero de estos con-
juntos fue el conjunto de Cantor (1890), y a continuaciéon aparecieron muchos
otros (triangulo de Sierpinski, curva de Koch, esponja de Menger, curva de
Peano, etc.). A medida que se fueron creando las herramientas mateméticas
necesarias para estudiarlos y comprenderlos, la teoria de Hausdortf y la teoria
de Besicovitch, fue aumentando el interés por ellos. El origen de la geometria
fractal o teoria geométrica de la medida esta en el estudio de estos conjuntos
irregulares y sus propiedades.

La geometria fractal es por tanto una rama muy joven de la matematica
y la definicion de conjunto fractal no es clara ya que todas las definiciones
dejan fuera conjuntos que se consideran fractales. En 1986, Mandelbrot dio
una definicién bastante intuitiva de conjunto fractal: “un conjunto en que las
partes son similares al total, en algun sentido”. La definiciébn mas aceptada
entre los matematicos: “un conjunto que tiene dimension topoldgica menor
que su dimension de Hausdorff”, no aclara mucho para aquellos interesados
en la geometria fractal que no posean una buena base matemaética. Lo mas
generalizado es considerar que un fractal es un conjunto que tiene una o
varias de las siguientes propiedades:

e Tiene detalles a todas las escalas.

e Es autosemejante.

e Tiene una definicion algoritmica sencilla.
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e Tiene dimension topoldgica menor que su dimension de Hausdorff.

Alo largo de esta charla veremos qué significan estas propiedades y cuales
de ellas tienen los conjuntos fractales mas conocidos.

En 1977 Benoit Mandelbrot publicé el libro [10] describiendo numerosas
aplicaciones de este tipo de estructuras para la investigacion en ciencias apli-
cadas. El término fractal, procedente del latin “fractus” (fragmentado, irre-
gular), fue introducido por Mandelbrot para designar estos conjuntos que no
tenian ningtin nombre concreto y desde entonces se conoce esta rama de las
matemaéaticas como geometria fractal.

Se puede decir que la geometria fractal es el lenguaje de la naturaleza. A
base de repetir instrucciones sencillas (contraer, estirar, eliminar, plegar,...),
se generan formas y estructuras complejas. Con la ayuda del ordenador
podemos describir y generar, con una reducida cantidad de informacién, nu-
merosas formas y procesos de la naturaleza como una nube, un paisaje, una
planta, etc.

Por otra parte, la capacidad grafica de los modernos ordenadores per-
mite obtener imagenes fractales realmente espectaculares permitiendo otras
aplicaciones de la geometria fractal de caracter artistico y de ocio. La ge-
neracion de paisajes fractales estd siendo muy utilizada en la realizacion de
numerosas peliculas. Ademés, la generacion por ordenador de imégenes frac-
tales ha dado lugar a concursos y exposiciones en la frontera entre el arte
y las mateméaticas. Una muestra de esta tendencia es el grupo “The frontier
between Art and Science” creado en 1997 (ver [w7]). Otra de las tendencias
en auge es la generacién de musica fractal con ordenador (ver [w10]).

A continuacién vamos a introducir algunos de los primeros conjuntos
fractales que aparecieron a finales del siglo XIX y que podemos denomi-
nar fractales clasicos. Introduciremos alguno de los conceptos basicos de la
Geometria Fractal. También introduciremos los conjuntos de Julia y de Man-
delbrot, describiendo diferentes algoritmos para generar estos fractales y los
llamados fractales aleatorios.

2. El Conjunto de Cantor

Georg Cantor publicé por primera vez en 1883 el conjun-
to que lleva su nombre, como ejemplo de cierto tipo de
conjuntos excepcionales. Se puede decir que el conjunto de
Cantor es el de mayor importancia entre los “monstruos
matematicos” o primeros fractales, a pesar de ser menos

vistoso que otros. George Cantor
1845-1918
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El conjunto de Cantor es un subconjunto de puntos del intervalo [0, 1]

que se construye a partir del siguiente proceso infinito. Partimos del intervalo
unidad I

A este intervalo le quitamos el intervalo abierto central de longitud %, quedan-

donos los intervalos I = [0, 3] y 17 = [2,1]

W | =

A cada uno de estos nuevos intervalos le quitamos a su vez el intervalo abierto
central que ahora tendra longitud g, obteniendo cuatro intervalos I3, I3, I3,
I3 de longitud §

9 9
Asi sucesivamente, en el paso n-ésimo tendremos 2" intervalos I, 1% ..., I*"

de longitud 3%

= = e

|
;
El conjunto de Cantor es el conjunto de puntos que queda después de repetir
oo 27
este proceso infinitas veces, C' = ﬂ UIZZ
n=01i=1
Como las longitudes de todos los intervalos que eliminamos suman uno,
o0
2n—1
pues en cada paso se eliminan 2"~! intervalos de longitud 3% y Tl 1,
n=1

que es la longitud del intervalo inicial, se tiene que el conjunto de Cantor
tiene medida cero a pesar de contener la misma “cantidad” de puntos que
todo el intervalo.
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3. La dimensiéon de Hausdorff

La dimension es una primera estimacién del tamano de un
conjunto y nos indica la forma adecuada de medirlo: canti-
dad de puntos para dimensiéon cero, longitud para dimen-
sion uno, drea para dimensiéon dos, volumen para dimension
tres. Podemos imaginar que la dimension es como la lente
adecuada de un microscopio para ver el conjunto. Si trata-
mos de ver un conjunto pequenio con una lente de pocos  Felix Hausdorf
aumentos, no lo veremos. Si los aumentos de la lente son 1868-1942
demasiados, s6lo veremos un borrén. So6lo podemos ver el conjunto con los
aumentos adecuados, es decir, con su dimensién.

En el caso del conjunto de Cantor, la dimensiéon cero es “demasiado pe-
quena” (tiene infinitos puntos) y la dimension uno es “demasiado grande”
porque no nos permite “verlo”, ya que mide cero. En 1919, Hausdorff intro-
dujo dimensiones fraccionarias y la forma de medir con estas dimensiones que
generalizan las dimensiones enteras y la medida de Lebesgue. Actualmente
se conocen como medida y dimension de Hausdorff.

Aunque la definicion de dimensién de Hausdorff va asociada a un proceso
de medida, vamos a introducir intuitivamente la dimension de semejanza que
coincide en muchos casos con la dimension de Hausdorff. La idea es ver como
varia la medida de un conjunto cuando se hace una homotecia contractiva
por un cierto factor r. Por ejemplo, si tenemos un rectangulo y lo reducimos
por un factor r = %, tendremos que el rectangulo inicial se descompone en 9
rectangulos reducidos, por lo que cada uno de ellos medira % del inicial. Esto
es lo que ocurre con los conjuntos de dimension 2, si se reducen por un factor
r, su medida cambia en un factor 2.

1
37
intervalo inicial se descompone en tres intervalos reducidos, por lo que cada

Anélogamente, si se reduce un intervalo por un factor r = z, se tiene que el

uno de ellos medira % de la medida del inicial.
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Es decir, cuando un conjunto de dimensiéon uno se reduce por un factor r, su
medida cambia en la misma proporcién, r'.

Si se repite este razonamiento para dimension tres, se tiene que al reducirlo
por un factor r su medida cambia en la proporcién r3. Sin embargo, al reducir
el conjunto de Cantor por el factor r = % , aparecen so6lo dos partes iguales
y cada una de ellas medira % de la medida del conjunto de Cantor. La idea
de dimension consiste en considerar que la medida de un conjunto que se
reduce por un cierto factor r, debe cambiar su medida en la proporciéon 79,
siendo s la dimension del conjunto. Apareciendo asi las dimensiones frac-
cionarias. Puesto que el conjunto de Cantor se descompone en dos partes,
las correspondientes a los intervalos I{ = [0,3] y I§ = [3,1], semejantes
al conjunto total a escala %, tenemos que su dimensiéon s serd el nimero
que cumple que 3% = %, es decir, la dimension de semejanza (y también la

dimension Hausdorff) del conjunto de Cantor es s = }Zgg ~ 0,6309297.

Para algunos conjuntos fractales, la dimension de Hausdorff es muy fécil
de calcular, ya que coincide con la dimensién de semejanza. Si un conjunto
se descompone en n partes disjuntas y cada una de esas partes es una reduc-
cion del conjunto a escala 7y, la dimension de Hausdorff coincide con la de
semejanza y es el inico valor s que verifica r{ +r3+---4+r; = 1, ya que cada
parte medira ;.

Cuando las n semejanzas tienen la misma razéon de contraccion r, la for-

mula se simplifica y se tiene que s = 11252

T

4. El tridngulo de Sierpinski

Este conjunto fue introducido por Waclaw Sierpinski unos ‘ B & J
40 anos después que el conjunto de Cantor, como ejemplo g
de una curva en la que todo punto es de ramificaciéon. La
construccion geométrica del tridngulo de Sierpinski es la
siguiente. Se parte de un tridngulo equilatero 7. A este

triangulo se le quita el triangulo (sin bordes) que resulta Waclaw
de unir los puntos medios de sus lados. Sierpinski
1882-1969

A cada uno de
ellos le apli-
camos el proceso
anterior.

En este primer paso
tenemos tres nuevos
triangulos T, Ty v T3.

Asi sucesivamente, tenemos 3, 9, 27, 81, ... tridngulos, cada uno de ellos
una copia a escala % de los triangulos de la etapa anterior.
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El triangulo de Sierpinski 7" es el conjunto de pun-
tos que quedan después de aplicar este proceso in-
finitas veces.

Hay que observar que el tridngulo de Sierpinski se
descompone en tres partes, correspondientes a los
tres tridngulos de la primera etapa de su constru-
ccion, semejantes al conjunto total a escala %

Es decir, si consideramos las tres homote-

cias de razdn % centradas en cada uno

de los vértices del tridngulo, se tiene que
T = H(T)U f(T) U f5(T).

Esta propiedad, que es bastante general
entre los conjuntos fractales, se denomina
autosemejanza y nos permite calcular la
dimension de Hausdorff del Triangulo de

. . . log3
Sierpinski que es s = 10§2 ~ 1,584962.

5. Juegos del caos

El triAngulo de Sierpinski también surge como proceso limite de lo que
Michael Barnsley llamé el Juego del Caos, que describimos a continuacion:

e Se toma un punto P arbitrario del plano.

e Se tira un dado.

e Sisale 1 6 2 se dibuja un nuevo punto a mitad de camino entre el punto
inicial y el punto A(0,0), si sale 3 6 4 se dibuja un nuevo punto a mitad de

camino entre el punto inicial y el punto B(1,0), y si sale 5 6 6 se dibuja un
1 V3
2072 )

e Este juego de tirar el dado y acercarse a uno de los tres puntos A, B o
C se repite con el nuevo punto P; obtenido.

e Se itera este proceso tantas veces como puntos se deseen obtener.

nuevo punto a mitad de camino entre el punto inicial y el punto C <

Aparentemente, este juego deberfa propor-
cionarnos una nube amorfa de puntos, sin
embargo, el resultado con 10.000 iteraciones, se
puede ver en la siguiente figura.

La explicacion de que con el juego del caos se llegue
al triangulo de Sierpinski se debe al teorema del

punto fijo. El espacio de los compactos con la métrica de Hausdorff es com-
pleto. La funcion definida por f = f; U fo U f3 es contractiva. Existe un tnico
conjunto compacto T que es fijo para f y para cualquier compacto K se tiene
que f"(K) tiende a T.
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Variando los puntos a los que nos podemos acercar
en cada iteracion, la distancia a la que nos acerca-
mos (no necesariamente %) y la probabilidad asig-
nada para elegir el vértice, se obtienen diferentes
fractales como el helecho de Barnsley que se mues-
tra en la figura.

6. La curva de Koch

La curva de Koch fue introducida por Helge von Koch en
1904 y es un ejemplo de una curva que no tiene tangente
en ningin punto.

Para construir la curva de Koch consideramos el intervalo
unidad.

Niels Fabian

Helge Von Koch
1870-1924

Reemplazamos el intervalo central de longitud % por dos segmentos de la
misma longitud formando un &ngulo de 60 grados.

Asi sucesivamente. La curva de Koch es el limite de este proceso infinito.
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La dimension de Hausdorff de la curva de Koch es s = }Zgg ~ 1,26185, ya

que es autosemejante con cuatro partes semejantes al total, a escala %

7. Fractales aleatorios. Movimiento Browniano

El botanico britanico Robert Brown describié en 1827 el movimiento de
ciertas particulas de polen en suspension como una sucesion de pasos de longi-
tud y direccion aleatorias. En 1923, Wiener construy6é un modelo matemati-
co de tipo aleatorio que describe el movimiento browniano de forma muy
satisfactoria y se puede generalizar a movimientos en cualquier espacio n-
dimensional. Este modelo, que también se llama por extension movimiento
browniano, refleja el comportamiento de varios fenémenos naturales en los
que interviene el azar. Aqui nos centraremos tnicamente en su aplicacion
a la modelizacion de formas de la naturaleza de caracter fractal, como los
paisajes, islas, perfiles de montanas, etc.

Un movimiento browniano, como todo movimiento, es continuo, pero sus
constantes cambios de direccion hacen que no sea diferenciable, al igual que
ocurre con la curva de Koch. Sin embargo, las caracteristicas de regularidad
del movimiento browniano son muy diferentes a las de la curva de Koch.
Estas regularidades son de cardcter estadistico en lugar de geométrico.

8. Desplazamiento del punto medio

Vamos a considerar el movimiento browniano unidimensional, es decir,
el movimiento de una particula que se mueve a lo largo de una recta en
sentido positivo o negativo aleatoriamente. El método del desplazamiento
del punto medio se utiliza para modelizar perfiles montanosos y se extiende
con facilidad a espacios de mas dimensiones, permitiendo modelizar paisajes.

Consideramos el movimiento browniano z(t) siendo ¢ el tiempo que varia
en [0, 1]. Representaremos el movimiento en unos ejes coordenados en los que
el eje horizontal sera el tiempo y el vertical z(¢). El algoritmo consiste en
alterar la posicién en un punto intermedio calculando el valor medio de los
extremos més un cierto valor aleatorio gaussiano que puede ser positivo o
negativo.

El algoritmo de desplazamiento del punto medio es el siguiente:

e Definimos una distribucion gaussiana en [—1, 1], segun la cual obten-
dremos todos los niimeros aleatorios que necesitemos.

e Hacemos z(0) = 0 y seleccionamos un numero aleatorio x(1).

e Dibujamos el segmento entre los puntos (0,z(0)) v (1,z(1)).

e Dividimos el intervalo de tiempo en dos iguales y calculamos el valor
z(3) como la media entre z(0) y (1) méas un valor d; aleatorio reescalado
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por .

02 Se borra el segmento y se pintan dos nuevos con el valor calculado
z(3) v los anteriores 2(0) y x(1). Cada intervalo de tiempo se divide en dos
iguales y los valores :z:(}l) y x(%) se calculan como la media de los valores en
los extremos mas dos valores aleatorios dy; v doo reescalados por ﬁ

e Se borran los segmentos anteriores y se pintan los que se obtienen con
los nuevos valores y los anteriores.

e Se repite el proceso n veces, utilizando como factor de escala ——— para

Vit
obtener el ntimero aleatorio d,;, para k =1,2,...,2".

La figura siguiente muestra los primeros pasos del algoritmo.

|

sl
Ve
N

Introduciendo un exponente H entre 0 y 1, conocido como exponente
de Hurst, se obtienen los llamados movimientos brownianos fraccionarios. La
relacion del exponente de Hurst con la dimension de Hausdorffes D = 2— H.

Para simular movimiento browniano fraccionario podemos utilizar el algo-
ritmo de desplazamiento del punto medio, con una ligera variacion. El factor
de escala inicial que multiplica al ntmero aleatorio que se utiliza para calcu-
lzir x(%) es V1 —22H=2 y en los siguientes pasos debe ir multiplicAndose por

2f -

Se puede observar que si el exponente de Hurst estd cerca de cero, los
perfiles se hacen muy escarpados, mientras que segin se acerca a uno, se
suavizan notablemente, como se muestra en las siguientes figuras. Cuando
H = %, se tiene el movimiento browniano clésico.
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%/N

Movimiento browniano fraccionario con exponentes de Hurst 0.2, 0.4, 0.6 y 0.8

La generalizacion del movimiento browniano a dimensiones mayores se
puede hacer con facilidad a partir del algoritmo de desplazamiento del punto
medio. Esto nos permitird generar paisajes. El algoritmo consiste en aplicar
el algoritmo de desplazamiento del punto medio en cada uno de los lados de
una rejilla triangular.

Nuevamente, podemos generar un paisaje mas o menos escarpado depen-
diendo del exponente de Hurst, que en el algoritmo se traduce en el factor
de escala del niimero aleatorio que se va generando, como se muestra en las
siguientes figuras.

Movimiento browniano fraccionario 3D con diferentes exponentes de Hurst

Variaciones sobre el color que se asigna a cada franja de altura permiten
generar diferentes imégenes. Por ejemplo, una gama de verde para alturas
pequenas, haciéndose mas oscuro segin aumenta la altura; una gama de ma-
rrén para alturas mayores y blanco a partir de una cierta elevacién, se con-
siguen imégenes muy realistas. Otra variacion es utilizar una gama de verde
o0 marréon para alturas positivas y una gama de azul para alturas negativas,
generando asi la imagen de un posible paisaje.
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Inigo Quilez Les, Resplandor, I Concurso  José Marfa Guerra Garcia Blue
Nacional Imagenes Fractales Ice, Primer premio 2000

Una opciéon diferente es utilizar gamas de color para generar texturas:
nubes, fuego, madera, humos, etc. Por ejemplo, con una gama de azul y
blanco se generan nubes. Con una gama de rojos y amarillos se puede generar
la textura del fuego.

Texturas

9. Conjuntos de Julia y Mandelbrot

Consideremos la transformacion del plano complejo C en
sf mismo dada por f.(z) = 2% + ¢, donde ¢ es un ntimero
complejo. Es claro que si z es grande, la 6rbita de z, es decir
la sucesion de puntos z, = f7(z), diverge a infinito. La
frontera de la regiéon de atraccion de infinito es el conjunto
de Julia J(f.).

Para ¢ = 0 se tiene que J(fo) es la circunferencia unidad. Gaston Julia

1893-1978
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Como el exterior del conjunto de Julia estd formado por los puntos cuya
orbita diverge a infinito, podemos representarlo asignando a los puntos del
exterior diferentes colores en funcién de esta velocidad de divergencia. De
esta manera y variando ¢ obtenemos diferentes conjuntos de Julia.

El conjunto de Mandelbrot M se define como el conjunto
de parametros ¢ del plano complejo C para los que el
conjunto de Julia asociado a f, es conexo. Para estudiar
si el conjunto de Julia es conexo para un cierto valor ¢, se
comienza estudiando si la funcion f.(z) tiene puntos fijos
atractivos, es decir, cuando la derivada de la funcion tiene
modulo menor que uno en el punto fijo. Como los puntos

fijos son 3 + 3v/1 —4cy 3 — 1v/1 — 4c, hay un punto fijo Benoit
Mandelbrot

atractivo si y solo si ¢ esta en la cardioide de ecuacion z = % exp 10— }1 exp 210,
para 0 < 0 < 27.

Analogamente, un punto k-periédico (fijo para f¥, y cuya érbita es un ciclo
de k puntos), es atractivo si la derivada de f* tiene modulo menor que la
unidad en dicho punto. Los puntos 2-peridédicos son —% + %\/—3 —4c y son
atractivos si y solo si ¢ estd en la circunferencia |c + 1] < 1.

¢’s con un ¢’s con un

¢’s con un | . :
-19  punto fijo 2-ciclo atractivo 2 punto fijo

atractivo atractivo
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Asi sucesivamente se puede calcular donde hay
3-periodos atractivos, 4-periodos, etc.

Aunque esta definicion no es adecuada para
computar imagenes del conjunto de Mandel- 5
brot, nos permite entender el conjunto de Man-
delbrot como un “mapa’” de los conjuntos de Ju-

lia, como se muestra en la figura de debajo.

Para realizar imagenes del conjunto de Mandelbrot con el ordenador se
utiliza la siguiente caracterizacion: el conjunto M coincide con el conjunto
de parametros ¢ del plano complejo para los que la 6rbita f*(0) esta acotada.
Este resultado es la base del conocido algoritmo de tiempo de escape que se
describe a continuacion.

10. Algoritmo de tiempo de escape

Se considera un nimero N del orden de 100, y para cada ¢ de la ventana
que vamos a dibujar (eligiendo ventanas mas pequenas, se representa un zoom
del conjunto), computamos términos de la sucesion f¥(0). Si los N primeros
términos no salen del circulo de centro cero y radio dos, se decide que C' esta
en M y se pinta en negro. Si, por el contrario, para un nimero k < N algtn
término de la sucesion “escapa’” del circulo anterior, se interrumpe la compu-
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tacion para ese ¢ y se determina que esta fuera
de M. Si a cada nimero k entre cero y N se le
asigna un color y se representa cada niimero ¢ en
el color que corresponde al primer & tal que f*(0)
sale del circulo, es decir, el momento en el que se
“escapa’ de la zona acotada, se obtienen las tipicas
imagenes del conjunto de Mandelbrot.

Esta representacion sugiere que su estructura es altamente compleja. Esta
complejidad se pone atin més de manifiesto si hacemos algunas ampliaciones
del conjunto.

0.2 a 1l 02 02 04 031 0233023 0ES O30 057

Se pueden realizar numerosas variaciones de este algoritmo, modificando
la forma de asignar el color o aplicindolo a otras funciones diferentes. Por
ejemplo, para que los cambios de color no sean tan bruscos, se puede intro-
ducir una funcion logaritmica (como en el método “dmj-Smooth” de D.M.
Jones). También se puede asignar el color en relacion a otras propiedades de
los puntos de la orbita f"(c), como puede ser la distancia de los puntos de
la o0rbita a una region dada, por ejemplo una astroide (método “astroid” de
K.Mitchell, 1998). Hay numerosos métodos de coloreado ya implementados
en programas para generar imagenes fractales, como “fractint” o “ultrafrac-
tal”, pero siempre se pueden disenar nuevos métodos estableciendo cualquier
propiedad que se nos ocurra para asignar el color. Esta es la base para generar
imagenes fractales.

Bibliografia

[1] M.F. Barnsley, Fractals everywhere, Academic Press, 1993.

[2] M.F. Barnsley, SuperFractals, Cambridge Univ. Press, 2006.

[3] J. Barrallo, Geometria fractal, Anaya, 1993.

[4] K.J. Falconer, The Geometry of Fractal sets, Cambridge Univ. Press,
1985.



Geometria Fractal 57

[5] K.J. Falconer, Fractal Geometry. Mathematical foundations and applica-
tions, John Wiley and Sons, 1995.

[6] G.W. Flake, The Computational Beauty of Nature, MIT Press, 1999.

[7] A. Giraldo y M.A. Sastre, Geometria Fractal, aplicaciones y algoritmos
con Maple, Fundacion general UPM, 2001.

[8] A. Giraldo y M.A. Sastre, Sistemas Dindmicos Discretos, Teoria, ejemplos
y algoritmos, Fundacion general UPM, 2002.

[9] M. de Guzmén, M. A. Martin, M. Moran, y M. Reyes, Estructuras frac-
tales y sus aplicaciones, Labor, 1993.

[10] B. Mandelbrot, The fractal geometry of nature, W.H. Freeman & Co.,
1977.

[11] B. Mandelbrot, Los objetos fractales: Forma, azar y dimension, Tust-
quets, 1987.

[12] M. A. Martin, M. Morén, and M. Reyes, Iniciacion al caos. Sistemas
Dindmicos, Sintesis, 1995.

[13] P. Mattila, Geometry of sets and Measures in FEuclidean Spaces, Cam-
bridge Univ. Press, 1995.

[14] M. McGuire, An Eye for Fractals, Addison-Wesley, 1991.

[15] H.O. Peitgen and P.H. Richter, The beauty of fractals, Springer, 1986.
[16] H.O. Peitgen, H. Jiirgens, and D. Saupe, Chaos and fractals, Springer,
1992.

Paginas web

[w1] Departamento de Matematica Aplicada, Facultad de Informatica, Uni-
versidad Politécnica de Madrid, Paginas de los concursos Nacionales de imé-
genes fractales, hittp://www.dma.fi.upm.es

[w2] Sistemas Dindmicos, Open Course Ware de la Universidad Politécnica
de Madrid http://ocw.upm.es/matematica-aplicada/introduccion-a-
los-sistemas-dinamicos

[w3] Concurso internacional The Benoit B. Mandelbrot Fractal Art Contest
2006, http://www.fractalartcontests.com/2006/entries.php

[w4] Concurso internacional The Benoit B. Mandelbrot Fractal Art Contest
2007, hitp://www.fractalartcontests.com /2007 /entries.php

[w5] Michael Frame, Benoit Mandelbrot, and Nial Neger, Fractal Geometry
at Yale University, http://classes.yale.edu/fractals

[w6] IBMPC’s, editor. www Fractint pages,

http://spanky.triumf. ca/www/fractint/fractint. html

[w7] D. M. Jones. Fractalus. http://www.fractalus.com

[w8] F. Slijkerman. Ultrafractal. hitp://www.ultrafractal.com




58 Un Paseo por la Geometria

[w9] Fractal-Art contest, Damien M. Jones
hittp: //www.fractalartcontests.com
[w10] David Strohbeen, Fractal music lab
http: //www.fractalmusiclab.com

M?2 Asuncién Sastre Rosa
Universidad Politécnica de Madrid
Facultad de Informética
Departamento de Matematica Aplicada
Campus de Montegancedo

Boadilla del Monte

28660 Madrid

e-mail: masastre@fi.upm.es

hitp://www.dma.fi.upm.es/sonia






