Una geometria,... de cine
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1. Introduccion

Las matematicas, como todos sabemos, no gozan en general del beneplécito
de la mayor parte de los alumnos de cualquier nivel educativo en ningtn lugar del
mundo, ni del de la sociedad en que vivimos, que las considera un mal necesario.
Desde hace algun tiempo, algunos docentes se han propuesto que esta equivoca-
da idea cambie, y puedan ser vistas de un modo mads positivo e incluso despertar
en sus alumnos la indudable sensacion de placer que supone entenderlas bien,
trabajar y avanzar con ellas. Para ello tratan de mostrarlas desde diferentes pun-
tos de vista, echando mano de nuevas tecnologias y/o presentdndolas a partir de
aplicaciones a la vida real y cotidiana. El cine, potente medio de comunicacion e
informacién, ademds de entretener, puede ayudarnos a “enganchar” de un modo
ameno a los mas reticentes.

El texto que sigue a continuacion trata de reflejar lo esencial de la charla que
tuvo lugar el pasado 26 de abril en la Facultad de Ciencia y Tecnologia de la Uni-
versidad del Pais Vasco sobre una forma de poder utilizar este medio en alguna
de nuestras clases. Uno puede sorprenderse del nivel de complejidad de los temas
que puede llegar a tratar (no sin ciertas dosis de imaginacion, todo hay que decir-
lo) a pesar de las limitadas referencias con que el cine nos ha obsequiado hasta
el momento. En una primera parte hicimos un resumen precisamente de como las
matematicas han sido vistas por el cine a lo largo del tiempo, por diversas na-
cionalidades, segtn diferentes géneros, etc. El lector interesado puede consultar
[5] o [6] para hacerse una idea. En lo que sigue nos centraremos tnicamente en
como plantear una actividad concreta a partir del visionado de dos o tres escenas
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74 Un Paseo por la Geometria

de peliculas de no mds de siete u ocho minutos de duracion en total. Previamente
los alumnos han leido un guién (descrito en el Apéndice) sobre el que trabajar
durante y posteriormente a dicho visionado.

2. El Teorema del Espantapajaros

Comenzamos viendo, varias veces si fuera necesario, tres escenas de otras
tantas peliculas de las que se nos adelanta que existe alguna relacion de tipo
matematico entre ellas. Se transcribe y describe lo fundamental de las mismas.

ESCENA 1.- El mago de Oz (The Wizard of Oz, Victor Fleming, EE. UU., 1939)

Hacia el final de la pelicula los protagonistas (El Espantapdjaros, el Hombre
de Hojalata, el Leén Cobarde y Dorothy) encuentran por fin al Mago de Oz para
pedirle lo que méas desean. El Espantapdjaros quiere un cerebro ya que todos se
rien de €l por su simpleza. Esta es la secuencia:

Mago: Es una ventaja muy vulgar. Toda pusildnime criatura que se arrastra
por la tierra o escurre por los mares tiene cerebro. En mi tierra natal existen
universidades, hogares del saber donde los hombres van a convertirse en eruditos.
Al salir de alli piensan en cosas grandes, profundas, y su cerebro se iguala al tuyo,
pero..., ellos tienen algo de lo que tii careces: Un diploma. [Rebusca entonces en
un cajon y saca un diploma. A continuacién declama en tono solemne] As? pues,
en virtud de la autoridad que me ha conferido la Universitatus Comiteatus et
Pluribus Unum, con este diploma te otorgo el titulo de doctor Honoris Causa.

Espantapdjaros: ;Doctor en qué?
Mago (saliendo del paso): Quiere decir en eruditologia.

Espantapdjaros (llevandose la mano a
la cabeza, ver imagen): La suma de la
raiz cuadrada de cada uno de los la-
dos de un triangulo isosceles es igual
a la raiz cuadrada del otro lado. ;Oh,
Victoria! jAl fin!;Tengo cerebro! ;Po-
dré agradecérselo como se merece?

Mago: No podrds nunca (desentendiéndose de é1).

ESCENA 2.- Springfield o como aprendi a amar el juego legalizado (Springfield
or how I learned to stop worrying and love legalized gambling, episodio 10, Tem-
porada 52 de la Serie The Simpsons, emitido en EE. UU. el 16/12/1993)
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Aparece Homer Simpson entrando en un cuarto de
bafio, canturreando. De repente se fija en algo que
flota en un retrete.

Homer: jEh! Esto es algo que no se ve en un retrete
todos los dias. (Son las gafas de Henry Kissinger)
JAlguien ha perdido unas gafas? (En el lugar no
parece que haya nadie). Uno, dos y tres. [Yuju!

(Las coge, se acerca a un espejo y se las pone. Se lleva entonces la mano a la
cabeza de modo similar a lo que hizo el espantapdjaros en la anterior escena.
Como es sabido en esta serie se hacen habitualmente homenajes a peliculas cono-
cidas; vedse el propio titulo del capitulo respecto a una célebre pelicula de Stanley
Kubrick) El cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los
catetos en un tridngulo isosceles. (en la version original el enunciado es como en
El mago de Oz)
Alguien dentro de un retrete: En un tridngulo rectdngulo!

ESCENA 3.- Al diablo con el diablo (Bedazzled, Harold Ramis, EE. UU., 2000)
Se presenta una nueva profesora en un aula (en realidad es el Diablo). Elimina
todos los deberes que los alumnos tenian asignados en una pizarra.
“Algebra. X alanmds Y alan es igual a Z a la n. (Se gira hacia los alumnos)
Esto no sirve para nada, ;verdad?” Y lo borra ante el regocijo de los estudiantes.

La primera cuestion que nos viene a la cabeza después de escuchar el resultado
que enuncia el espantapdjaros es si serd cierto que en un tridngulo isésceles se
verifica la citada igualdad, similar en cuanto a su forma al conocido teorema de
Pitagoras.
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Precisamente este resultado nos basta para compro-
bar que desde luego no todos los tridngulos isésceles
la verifican, ya que tomando por ejemplo el caso del
dibujo, se deberia tener que 1 + 1 fuera igual a V2,
lo cual es evidentemente falso. Cabe entonces pre-
guntarse si existird alguin tridngulo isdsceles que lo
cumpla.

Para responder a esta pregunta recordemos el siguiente resultado de geometria
elemental:

Cualgquier lado de un tridangulo es menor que la suma de los otros dos

Su demostracién es sencilla: Sea un tridngulo

cualquiera ABC. Si probamos que el lado ma-

yor (BC, en el caso del dibujo) es menor que la

suma de los otros dos, quedara probado también

para los otros lados. Consideremos D sobre la : A
prolongacién del lado BA de tal modo que AD
seaigual a AC. El tridngulo ADC formado es un
triangulo isdsceles.

—

B &

Llamemos « al angulo ZADC que por semejanza de tridngulos es igual al dngulo
(DCA = a. Observando la amplitud de los angulos ZDCA 'y /BCD, se sigue que

@ < /BCD, por lo que BC < BD = AB + AC. Asi pues, el asno tenfa razén .

Una consecuencia del resultado anterior es que
En todo tridangulo cualquier lado es mayor que la diferencia de los otros dos.

La prueba es inmediata, restando en la dltima desigualdad del parrafo anterior, los
lados AB y AC respectivamente:

BC <AB+AC = BC-AC<AByBC-AB< AC.

De lo todo lo dicho se desprende que para poder construir un tridngulo con
tres segmentos dados (en nuestro caso, no olvidemos, v/a, \/E, 4/c), es necesario
que cada uno de ellos sea menor que la suma de los otros dos y mayor que su
diferencia. Ambas condiciones se cumplen si el lado mayor es menor que la suma
de los otros dos. Supongamos entonces que algun tridngulo isésceles verifica que
va + Vb = +/c. Dada la forma del triangulo, se podrian dar dos situaciones:

'Este comentario obedece a la historia atribuida a Euclides en la pdg 126 de [4] segtin la cual
un asno situado en un vértice de un campo triangular que observe un carro de heno en otro de los
vértices nunca recorrerd la distancia que le separa del heno recorriendo sucesivamente dos de los
lados, sino que ird directamente al vértice en cuestion a lo largo del lado correspondiente
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1.- Va + +a = +/c, es decir 2+/a = +/c, de donde ¢ = 4a > 2a, que nos lleva a
una contradiccion con el hecho de que un lado nunca es mayor que la suma
de los otros dos.

2.- vJa+ Vb = +/a, con lo que b = 0, quedandonos entonces sin tringulo.

(Y siel tridngulo no fuera isésceles? Quiza el espantapdjaros haya confundido
la forma del tridngulo. Volvamos a la expresién original, va+ Vb = +/c. Elevando
al cuadrado la igualdad, se tiene que ¢ = a + b + 2 \/CE, de donde nuevamente
tendriamos que ¢ > a + b, en contra otra vez del resultado indicado al principio.

Entonces, ;por qué este enunciado? El espectador medio, mds o menos 16gi-
co, concluiria que dado el contexto (pelicula de fantasia basada en un cuento para
nifios) el guionista simplemente ha tratado de, parafraseando el conocido teorema
de Pitdgoras, mostrar que el cerebro del espantapdjaros sigue siendo una ilusién
(atentos a la sarcastica puntilla del mago de Oz: “ellos tienen algo de lo que ti
careces: Un diploma”). Los fandticos de esta pelicula de culto no se sienten a
gusto con esta interpretacion argumentando que se podria haber elegido un enun-
ciado, basado incluso en el mismo teorema, pero en el que fuera evidente a simple
vista el disparate. Incluso conocidas las tensiones y dificultades del rodaje de la
pelicula, hay quien argumenta que el actor que encarna al espantapdjaros, para
mostrar su disgusto, cambia por su cuenta el enunciado del verdadero teorema de
Pitdgoras que seria el que irfa en el guidn original; en este caso, serian sorpren-
dentes sus conocimientos matemaéticos respecto al americano medio de la época.
La explicacion més convincente para todos es que en Oz las cosas no son como
en la Tierra (incluso hay color, recuérdese el resto de la pelicula). ;Por qué el teo-
rema de Pitdgoras iba a ser una excepcion? Esto nos permite a los profesores de
matematicas dar una nueva vuelta de tuerca y preguntarnos ;habrd una Geometria
en la que el resultado sea cierto? ;Qué tipo de Geometria rige la existencia de Oz?

3. Geometrias No Euclideas

El alumno de la Secundaria actual nunca ha oido hablar de este tipo de Geo-
metrias, es mds, seguro que ni se ha planteado la posibilidad de que existan otras
diferentes a la euclidea clasica. Puede ser un buen momento de hacer un poco
de historia y comentar que Euclides en su obra Los Elementos traté de ordenar
de forma rigurosa todo el conocimiento geométrico conocido. Para ello traté de
basarse en los minimos conceptos posibles, de los que deduciria los demas. Utilizé
23 definiciones, 8 nociones comunes y 5 postulados, verdades estas ultimas que
no se pueden probar pero que de tan evidentes como son, cualquiera las daria por
ciertas sin mayores objeciones. Asi tenemos que
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I.- Es posible trazar una linea recta desde un punto cualquiera hasta otro punto
cualquiera.

IL.- Es posible prolongar de forma continua una recta cualquiera en linea recta.
III.- Es posible trazar un circulo con cualquier centro y radio dados.
IV.- Todos los dngulos rectos son iguales entre si.

Pero llegamos al V Postulado, conocido como * el de las paralelas’:

V.- Si una linea recta corta a otras dos forman-
do con ellas dngulos interiores a un mismo lado
menores que dos rectos, dichas rectas, prolongadas
indefinidamente, se cortan del lado en que estdn
situados esos dngulos menores que dos rectos.

A los contemporaneos de Euclides tal postulado les parecié demasiado com-
plejo (obsérvese que es una proposicion condicional) como para que no se pudiera
deducir de los otros cuatro (y de las definiciones y nociones comunes), mas senci-
llos en cuanto a su descripcion. El caso es que siglos después, muchos matemati-
cos siguieron tratando de probar esa dependencia, y nadie lo conseguia. Apare-
cieron formulaciones que podrian sustituirlo, con enunciados més sintéticos, pero
ninguna pudo probarse sin recurrir a ese quinto postulado, utilizando exclusiva-
mente los otros cuatro. Algunas de las mds conocidas son:

= Los tres dngulos de un tridngulo suman dos rectos.

Las rectas paralelas son equidistantes.

Existen tridngulos semejantes no congruentes.

Por tres puntos distintos no alineados puede trazarse una tnica circunferen-
cia.

Es posible construir un tridngulo de superficie mayor que otra dada.

En 1795 el fisico y matematico escocés John Playfair realiz6 una edicién de
Los Elementos en la que sustituyd, sin aclaracién alguna, el V postulado por el
siguiente enunciado:

Por un punto exterior a una recta es posible trazar una iinica paralela a la dada.

A esta formulacién, que como las anteriores no puede probarse sin el V pos-
tulado, y viceversa, para probar el V postulado se necesitaria suponer que éste es
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cierto, se le conoce, en la literatura matemadtica anglosajona fundamentalmente,
como axioma de Playfair, a pesar de que ya el griego Proclo en el siglo V. a.C. lo
utiliza por su mayor simplicidad en la descripcion. Hoy dia muchos textos lo pro-
ponen incluso como quinto postulado de Euclides. Sin embargo tampoco le han
faltado detractores. Lewis Carroll, por ejemplo, afirmaba que matematicamente
provoca mas confusion que el postulado original y para justificar su afirmacién
realiza “demostraciones” como la de que Todo tridngulo es isosceles desafiando
al lector a encontrar el error, error que no se produce empleando el postulado ori-
ginal de Euclides. En el capitulo 6 de [2] titulado Falacias Geométricas, pp. 55 -
63, pueden verse mas detalles al respecto.

La idea que permitié zanjar el asunto del V postulado fue suponer cierta su
negacion y tratar de llegar a alguna contradiccion. Negar este postulado (utilizando
el axioma de Playfair) nos lleva a dos posibilidades. Dada una recta r y un punto
Pér:

1.- No existe ninguna paralela a r por P, o bien,

2.- Existen al menos dos paralelas distintas a r por P.

En contra de lo que los matematicos sospechaban no se llegé a contradiccién
alguna. Independientemente, el hiingaro Janos Bolyai (1802-1860) y el ruso Niko-
lai Lobatchevski (1792-1856) probaron que geometrias con supuestos (1) y (2),
respectivamente, no contenian contradiccion légica alguna, es decir, eran consis-
tentes. C.F. Gauss ya habia afirmado tal hecho pero no se atrevi6 a publicar nada al
respecto. Como describe Jean Dieudonné (1906-1992) en [1] para la comunidad
matematica de la época aquellos trabajos no eran sino “fantasias extrafias”.

Utilizar el supuesto (1) nos lleva a la Geometria Esférica, la utilizada por
aviones y barcos en sus desplazamientos alrededor de la Tierra. Sobre una esfera,
la distancia mds corta entre dos puntos es la que une ambos mediante la linea
geodésica que pasa por ellos, que resulta ser el circulo maximo que los contiene
(es decir, la curva interseccion de la esfera con el plano que pasa por los pun-
tos y el centro de la esfera). Asi podemos entender que la trayectoria de vuelo
de los aviones comerciales entre Florida y las islas Filipinas, por ejemplo, sea
a través de Alaska, a pesar de que las Filipinas estdn al Sur de Florida. Del he-
cho de ser circulos médximos se desprende que no existen geodésicas paralelas
sobre la esfera. Otra de las propiedades mds llamativas de esta geometria es que
la suma de los dngulos de un tridngulo es siempre mayor de 180°. Si utiliziramos
el supuesto (2), la geometria a la que llegamos se denomina Hiperbélica, y aqui
la que la suma de los dngulos de un tridngulo es siempre menor que dos rectos.
Esta geometria juega un papel importante en la teoria general de la Relatividad.
Volviendo a nuestra cuestion, ;serd cierto el teorema del espantapdjaros en alguna
de estas Geometrias? Dicho de otro modo, ;se regirda Oz por alguna de ellas?
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Analicemos el caso de la Geometria Hiperbdlica.
Para entender como “funciona” el espacio hiper-
boélico tridimensional, un espacio que se curva al
ir acercandonos al borde, se pueden utilizar va-
rios modelos (Klein-Beltrami, Disco de Poincaré,
Semiplano de Poincaré; comprenderlos no resulta
demasiado complicado utilizando como apoyo el
software Cabri Géometre y unas modelizaciones
adecuadas. En [7] pueden descargarse ficheros
orientativos). Del mismo modo que para trabajar
con la geometria esférica acudimos a una esfera,
para manejarnos con la geometria hiperbélica uti-
lizamos una superficie llamada seudoesfera. La
seudoesfera es la superficie de revolucién obtenida
a partir del giro de la tractriz alrededor de su asin-
tota (ver imagenes al pie de la tractriz y de la seu-
doesfera, respectivamente). Una esfera es “menor”
que el plano, en el sentido de que la primera al estar
acotada, es finita, mientras que el plano es infinito.
La seudoesfera es también infinita pero “mads in-
tensamente” que el plano ya que parece contener
mucho mads espacio. Para trabajar con la seudoes-
fera se recurre a una modelizacién conocida como
Disco de Poincaré.

4. El Disco de Poincaré

Considérese un circulo fijo del plano euclideo (sin
pérdida de generalidad puede tomarse el circulo
unidad). Dentro de dicho circulo, se definen los si-
guientes elementos:

= Punto hiperbdlico: cualquier punto del inte-
rior del disco (en la imagen, por ejemplo, el
punto A).

= Rectas hiperbolicas:

1.- Cualquier didametro del disco

Un Paseo por la Geometria

2.- Cualquier arco ortogonal al disco (dos circunferencias se dice que son orto-
gonales cuando las rectas tangentes a las mismas en los puntos de corte son
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perpendiculares; un arco ortogonal corresponde al trozo de circunferencia
ortogonal que queda contenido en la otra).

Asimismo definimos distancia entre dos puntos Py Q del disco mediante

d(P,Q)=1n

PA-QB'
PB- QA

siendo A y B los puntos de interseccion de la recta que une Py Q con la circunfe-
rencia. Esta definicién (debida a Cayley) verifica las propiedades de una métrica
y modeliza perfectamente la idea de que la distancia aumenta cuanto mds vaya
acercandose uno de los puntos al borde del disco, siendo finalmente infinita la
distancia de cualquier punto a dicho borde (por eso la utilizacién del logaritmo:
al ir acercandose el cociente a cero, el logaritmo tiende a menos infinito, positivo
gracias al valor absoluto).

Como consecuencia, los objetos van pareciendo
mads pequeios respecto del punto de vista del es-
pectador situado en el centro del disco al ir acer-
candose al borde del disco. Esta idea la plasmé
M.C. Escher en varios de sus grabados, uno de
los cuales, Limite circular III puede verse en la
imagen adjunta. Se trata de una teselacion (un re-
cubrimiento del plano mediante figuras congru-
entes que no se superpongan ni dejen huecos) del
plano hiperbdlico.

Volviendo a la imagen previa del disco de Poincaré, de lo dicho anteriormente
se sigue que todas las rectas dibujadas son infinitas y la recta azul es paralela a las
rectas punteadas que pasan por A (ya que no se corta con ninguna de ellas).

El modelo del disco de Poincaré es geométricamente equivalente a la seu-
doesfera, por lo que cualquier resultado que probemos en uno queda también de-
mostrado en la otra.

Cabe en este momento hacer una pequena reflexion sobre la conveniencia de
introducir a los alumnos de Secundaria en este tipo de Geometrias. En Matemati-
cas el concepto de “definicion” tiene un significado diferente al del lenguaje comun.
Las malas interpretaciones sobre este concepto son probablemente una de las
causas de las dificultades de los alumnos en la comprensién de resultados y de-
mostraciones. Lo chocante y no intuitivo de las geometrias no euclideas ensefian a
percibir las diferencias entre definiciones y resultados. Cuando una persona des-
conoce el significado de una palabra recurre a un diccionario en donde encuen-
tra una definicién lo mds ajustada posible a la realidad. Al leerla muchas veces
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uno es capaz de identificar o imaginarse el objeto en cuestion. En geometria, en
matematicas, la definicién no es a posteriori del objeto (que ademds es un ente
abstracto) sino que va en primer lugar. No comprender todos los matices de dicha
definicién nos llevara irremediablemente a la confusién o al error.

Pongamos un ejemplo: el concepto de paralelismo en las geometrias no eu-
clideas nos ayuda a entender este concepto también en la geometria euclidea.
Desde nifios pensamos en las rectas paralelas con la imagen de las vias de un
tren, o la de dos segmentos paralelos, ideas intuitivas pero tremendamente sim-
plificadas, ya que por definicion una recta debe ser infinita. Ademads si hablamos
del espacio tridimensional, para que dos rectas sean paralelas deben estar en el
mismo plano (sino simplemente se cruzan). El analizar la situacién del plano
hiperbdlico en el que las rectas parecen arcos finitos (no tanto sobre la seudoes-
fera) pero que no lo son en virtud de la métrica definida y comprobar que por un
punto exterior se pueden trazar infinitas paralelas, hace que nos replanteemos los
conceptos. Asimismo darse cuenta de que sobre la Tierra no existen en realidad
rectas paralelas, nos permite descubrir lo falaz del ejemplo de los railes del tren.
Las cuestiones planteadas en la hoja de actividades van asimismo encaminadas a
reforzar otros conceptos de la geometria plana tradicional en contraste con lo que
ocurre en estas geometrias.

Después de reflexionar sobre tales cuestiones es el momento de responder a
la que motivo esta incursion por estas geometrias. Lo unico que las diferencia
es el quinto postulado, es decir, que cualquier resultado, cualquier demostracion
realizados en la geometria euclidea que no utilice el axioma de las paralelas, sigue
siendo vélido en la hiperbdlica (y en la esférica). Para probar cual es la suma de
los dngulos de un tridngulo se necesita ese postulado; por eso en cada geometria
es diferente. Sin embargo en la demostracion hecha anteriormente de que un lado
de un tridngulo es siempre menor que la suma de los otros dos no se ha utilizado
ese postulado por lo que es cierto en cualquiera de las tres geometrias. Asi pues,
sintiéndolo mucho, el espantapdjaros, a pesar de su diploma, sigue sin tener su
cerebro a punto, al menos para este tipo de menesteres.

En la actualidad la Geometria utiliza métodos distintos al sintético (establecer
una serie de axiomas y deducir de ellos las propiedades geométricas del objeto a
estudiar), sustituidos por métodos topoldgicos, analiticos y algebraicos. Cuando
se estudia un espacio ya no resulta “interesante” saber si cumple o no el V pos-
tulado de Euclides (aunque normalmente es un resultado que se obtiene indirec-
tamente como consecuencia del estudio de otras propiedades como la de calcular
el tensor curvatura del espacio en cuestion). La discusién sobre el V postulado
ha quedado relegada a un problema histérico que ha contribuido enormemente al
desarrollo de la Geometria, pero que actualmente es tomada como una cuestién
secundaria en el estudio de la geometria de un espacio.
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5. El dltimo teorema de Fermat

En la tercera de las escenas presentadas aparece la generalizacion del teorema
de Pitdgoras para cualquier exponente natural, conocido como “dltimo teorema
de Fermat”, cuya leyenda es de sobra conocida. Aparece maliciosamente en la
pizarra de los deberes de unos alumnos de Secundaria, tareas ante las que el dia-
blo, encarnado en una atractiva profesora, argumenta su inutilidad. En realidad el
Unico para el que no da ningin argumento en contra es para este resultado; sim-
plemente afirma que “no sirve para nada, ;verdad?”, coletilla esta ultima que
viene a sustituir a “como es de todos sabido”. Pero, ;es cierto que demostrar esta
conjetura no ha servido para nada salvo dentro del abstracto mundillo la teoria de
nimeros? Invitemos nuevamente a que nuestros alumnos investiguen.

Quiza entonces descubran que gracias a su demostracion se han relacionado
y desarrollado dos campos aparentemente inconexos dentro de la matematica: las
curvas elipticas y la teoria de curvas modulares. ;Qué es esto? ;Para qué sirve?

A grandes rasgos, digamos que una curva eliptica es la definida por una expre-

sién del tipo y? = ax® + bx*> + cx +d, con a,b,c,d € Z.
Este tipo de curvas aparecieron en el cdlculo del perimetro de una elipse (de ahi su
nombre), por lo que, buscando alguna utilidad aplicada, se encuentran en el cdlcu-
lo de la longitud de las orbitas planetarias. Sin embargo su aplicabilidad también
aparece en asuntos mds mundanos, como la seguridad en las transacciones ban-
carias o de la invulnerabilidad de los mensajes privados por correo electrénico.

Las curvas elipticas pueden definirse so-
bre cualquier cuerpo K (en la imagen \/
pueden verse los dos tipos de curvas elip- Y ﬁ

ticas que aparecen si el cuerpo sobre L \ \_/

el que se definen es el de los nimeros \
reales). = 53 pr=s 5]

Dependiendo de la caracteristica del cuerpo pueden eliminarse algunos de los
sumandos de la expresion general anterior sin pérdida de generalidad. A partir de
una curva eliptica E y una recta que la corte, se puede definir en la curva una ley
de grupo con el punto del infinito como elemento neutro:

dados Py Q de E, si R es un tercer pun- ™ o
to de interseccién con E (por ejemplo [ T /

tomese en la segunda de las gréficas an- f N
teriores larectay = x+ 1), P+ Q se define
como el simétrico de R respecto al eje OX \
(ver grafica). "
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Con esta operacion la curva constituye una variedad abeliana. Si el cuerpo
K subyacente es el de los racionales o el cuerpo primo finito Z/(p), entonces
el grupo de puntos racionales sobre K estd finitamente generado (teorema de
Mordell-Weil). Trabajando sobre cuerpos finitos, a veces no es posible definir
una suma que sea compatible con las leyes de grupo en cada uno de los espacios
cocientes E/Z/(p). Cuando no es posible, existe un algoritmo llamado de adi-
cion que proporciona un divisor del nimero n. El algoritmo de Lenstra, llamado
también de la curva eliptica (1987) es una modificacion del de adicién para cal-
cular R = P+ ...+ P = kP. Los datos iniciales son n (el nimero a factorizar),
P = (1, 1)méd n (para formar kP), el coeficiente a de la curva eliptica elegida, y s
y t dos cotas sobre el tamafio de los factores primos de los posibles divisores. Si
el algoritmo tiene éxito, nos da el punto R; si no, nos da un divisor no trivial de n.

Evidentemente el dltimo parrafo sobrepasa con creces el nivel del alumnado
de Secundaria, incluso el universitario de primer ciclo. No obstante todos ellos
conocen la dificultad que existe en la factorizacion de nimeros de muchas cifras.
Con la ayuda del programa de calculo simbdlico DERIVE 6 y la rutina ECM
creada por el experto programador y especialista en teoria de nimeros Johann
Wiesenbauer (ver [8]), podemos comprobar la aplicabilidad de este algoritmo con
el siguiente ejemplo. Pierre de Fermat conjeturé que todos los nimeros de la forma
2%"+1, n € N, eran niimeros primos. En 1732 Leonhard Euler prob6 que paran = 5
y n = 6 no es cierto. Si pedimos a DERIVE que simplifique 22 +1, nos devuelve
el valor

340282366920938463463374607431768211457

un nimero de treinta y nueve cifras. Tradicionalmente el procedimiento para saber
si es primo o compuesto consiste en ir dividiendo este nimero por todos los
nimeros primos hasta llegar al menos a su raiz cuadrada, trabajo obviamente poco
grato. Si le pedimos a DERIVE que lo factorice tampoco obtenemos una respuesta
satisfactoria. Sin embargo si aplicamos el algoritmo de la curva eliptica mediante

ECM(2"2"7 + 1,[1,1],139,10"4, 10"5)

([1,1] es como se indic6 anteriormente el punto P, 139 al valor del coeficiente a
de la curva eliptica y 104, 10”5 las cotas s y 7), en 15.5 segundos obtenemos el
valor

59649589127497217

que es en efecto un divisor no trivial de n:
27 41 = 5704689200685129054721 x 59649589127497217

es decir el séptimo primo de Fermat resulta ser un ndimero compuesto de dos
factores de 22 y 17 cifras, respectivamente. No sabemos cuanto tiempo llevd a
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Fermat tratar de factorizar este nimero, ni siquiera si lo intenté (probablemente
no), pero seguramente se quedaria encantado de poder aplicar el algoritmo de
Lenstra (aunque no nos engafiemos, encontrar el valor de a que factoriza a n tam-
poco es una tarea trivial). La factorizaciéon de nimeros en producto de dos primos
grandes es una de las claves de la criptografia que nos permite manejar, como
se dijo antes, informacion confidencial (nimeros de tarjetas de crédito, mensajes,
etc.) con cierta seguridad.

Las formas modulares son un concepto un tanto mas complicado de resumir
en pocas palabras. Simplemente digamos que son objetos definidos en el espacio
complejo (cada punto queda determinado por cuatro coordenadas) con un nimero
ilimitado de simetrias. Como ya se comentd, gracias a la bisqueda de una prueba
del teorema de Fermat se ha profundizado en ambos campos, e inesperadamente,
se logré encontrar una estrecha relacion entre los mismos: “ZToda curva eliptica
definida sobre el cuerpo de los niimeros racionales es un factor del jacobiano
de un cuerpo de formas modulares” (conjetura y posterior teorema de Taniyama-
Shimura). Volviendo a la secuencia de esa horrenda pelicula, es muy probable que
en efecto, al diablo, en caso de que existiera, no le harfa demasiada gracia que le
comieran terreno respecto a lo desconocido. Podriamos superarlo.

La charla concluyé con el visionado de una seleccion de otras escenas de
peliculas con trasfondo geométrico. En otro capitulo de Los Simpson (varios de
los guionistas de la serie han sido matemadticos y fisicos, por lo que hay muchas
referencias a estas disciplinas a lo largo de la serie) en el que Homer pasa de ser
un dibujo plano para adentrarse en la tercera dimensidn, puede verse que

1782'2 + 1841'2 = 19222,

Se puede proponer a los alumnos que con la ayuda de la calculadora traten de
verificarlo (de ser cierto, Homer habria encontrado un contraejemplo al dltimo
teorema de Fermat).

Sorprendentemente la calculadora e
incluso los programas de cédlculo sim-
bélico confirman la igualdad. ;Qué es
lo que falla? Quiza una pista venga bi-
en: fijémonos en el dltimo digito de ca-
da uno de los tres términos que com-
ponen la suma. El dltimo digito del
primer sumando es 2!, igual que el del
ndmero al otro lado de la igualdad.

\
H

Y entremedias tenemos 1'? que es igual a 1 que estd sumandose al anterior. Es

claro entonces que esa igualdad es falsa. La explicacion estd en que la calculadora
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no puede mostrarnos mas de ocho o nueve digitos; si las cantidades los exceden,
utilizan el modo cientifico que nuevamente s6lo muestra ese nimero de cifras. Y
las expresiones de ambos términos empiezan a diferir en el décimo digito. Con
DERIVE nuevamente, en modo exacto, vemos que dichos niimeros son

17822 + 1841'% = 2541210258614589176288669958142428526657
mientras que
1922'2 = 2541210259314801410819278649643651567616.

Pero por supuesto Homer Simpson, al igual que muchas personas, creen ciega-
mente en lo que su calculadora (u ordenador) les indica sin pararse un poco a
reflexionar sobre el resultado. Y claro asi nos (les) va. Las Nuevas Tecnologias
pueden aportarnos mucho a la hora de aprender, ensefar y estudiar, pero previa-
mente hay que saber manejarlas, y sobre todo, hay que ser criticos y cuestionar
cada afirmacién que se nos dé, venga de donde venga. En realidad las matemati-
cas consisten en eso. Quiza sea la razén por la que se nos atraviesan tanto, porque
preferimos la comodidad de Homer Simpson.

6. Apéndice

A continuacion se presentan algunas cuestiones sobre las que trabajar acerca
de las escenas presentadas. La mayor parte han sido respondidas en el texto pre-
vio. Pricticamente ninguna es original, s6lo han sido adaptadas para la ocasion.
Aunque el cine permite abarcar disciplinas diversas, y bajo mi punto de vista, es
ésta la manera de aprovechar plenamente su potencial riqueza educativa, describi-
remos solo cuestiones relacionadas con el quehacer matematico.

L.- Lee las siguientes cuestiones antes de ver las escenas de las peliculas. Pos-
teriormente, trata de responderlas:

a) (Has visto algin aspecto relacionado con las matematicas?

b) ( Aparece descrito algin resultado matemadtico en esas escenas, alguna férmu-
la o expresién matemadtica, algin concepto mateméatico conocido? En caso
afirmativo trata de escribirlo en lenguaje matemaético.

¢) (, Ves alguna relacion entre estas escenas o responden a ideas y conceptos di-
ferentes?

d) ;Te ha llamado la atencién algiin otro comentario o actitud en relacién con las
matematicas? Explicalo brevemente.
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I1.- Para trabajar en casa. Para trabajar en grupos o individualmente a eleccion
del profesor.

a) Busca y resume lo que te parezca mds importante sobre los siguientes con-
ceptos y personajes: tridngulo isosceles, Euclides, rectas paralelas, teorema
de Pitdgoras, geometrias no euclideas, ultimo teorema de Fermat, Andrew
Wiles, criptografia.

b) ; Ves alguna relacion entre tus averiguaciones y las escenas de las peliculas?
I11.- Para trabajar en clase:

a) El espantapdjaros de El mago de Oz ha propuesto un resultado matematico.
Describelo. ;Es cierto? Justifica tu respuesta.

b) Presentacion y explicacion por parte del profesor de los resultados necesarios
para poder decidir cuando es posible construir un tridngulo cualquiera a
partir de tres longitudes dadas (ver articulo).

¢) ;| Podemos construir un tridngulo isésceles con longitudes de lados vVa'y Vb?
,Se verifica el resultado que enuncia el espantapdjaros para algun tipo de
tridngulo?

d) Presentacion y explicacion por parte del profesor de qué son las geometrias
no euclideas. Descripcion de la Geometria Hiperbdlica, disco de Poincaré
y de fichero de CABRI sobre disco de Poincaré. Explicar como se mide un
angulo hiperbdlico y mostrar ejemplos con CABRI.

IV.- Para trabajar por el alumno (en clase o en casa) con ordenador. Trata de
responder a las siguientes cuestiones:

a) Como sabes, los dngulos adyacentes que se forman al cortarse dos rectas
suman 180° (son suplementarios). Prueba si este resultado es cierto con
varios pares de rectas que elijas dentro del disco de Poincaré.

b) Tridngulos Hiperbdlicos. Las siguientes afirmaciones, ciertas en la geometria
euclidea, ;lo son en la geometria hiperbdlica? Trata de justificar tus conclu-
siones.

b.1.- El lado mayor de un tridngulo es el opuesto al mayor dngulo.

b.2.- Las alturas (medianas, mediatrices, bisectrices, respectivamente) de
un tridngulo se cortan en un punto.

b.3.- La suma de dos lados de un tridngulo es mayor que la longitud del
tercer lado.



88 Un Paseo por la Geometria

b.4.- La suma de los dngulos de un tridngulo es 180°.

b.5.- El drea de un tridngulo es (base X altura)/2.

b.6.- Es posible construir un tridngulo equilétero.

b.7.- Los tres dngulos de un tridngulo equildtero miden lo mismo, 60°.
b.8.- Es posible construir un tridngulo rectangulo.

b.9.- En un tridngulo rectdngulo se verifica el teorema de Pitdgoras.

b.10.- Trata de construir dos tridngulos hiperbdlicos semejantes.
¢) Otros poligonos hiperbdlicos.

c.1.- Se puede construir un rectangulo hiperbdlico. Y un cuadrado.

c.2.- Si un cuadrildtero tiene tres dngulos rectos, el cuarto debe ser agudo.
c.3.- Es posible construir un cuadrilatero regular.

c.4.- Las diagonales de un cuadrilatero regular son perpendiculares.

c¢.5.- Es posible construir un paralelogramo.

c.6.- Los lados opuestos de un paralelogramo tienen la misma longitud. ;Y
los dngulos la misma amplitud?

c¢.7.- {Qué poligonos hiperbdlicos regulares pueden construirse?

d) Comentar y explicar algunos grabados de Escher relacionados con la Geome-
tria Hiperbdlica (Cielo e Infierno, los de la serie Limite circular, etc.).

V.- Ultimo teorema de Fermat.

a) (Crees, como la maestra de la pelicula, que el ultimo teorema de Fermat no
sirve para nada?

b) Explicar que es la criptografia, la dificultad en la factorizacién de niimeros
grandes, las curvas elipticas, etc., con cuestiones similares a las presentadas
en el texto precedente.

NOTA: Evidentemente el profesor decide el interés o el tiempo que quiere dedicar
a una actividad como ésta, ya que como se puede deducir con sélo leer el guién
previo, estas actividades pueden alargarse ad infinitum.
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