Curvas en la Naturaleza

por
Antonio Pérez Sanz, IES Salvador Dali

“El Universo es un libro escrito en el lenguaje de las matemdticas, siendo
sus caracteres tridngulos, circulos y otras figuras geométricas, sin las cuales
es humanamente imposible comprender una sola palabra; sin ellos solo se
conseguird vagar por un oscuro laberinto.” Galileo Galilei

“La mente humana, previa y libremente, tiene que construir formas antes de
encontrarlas en las cosas.” Albert Einstein

1. Matematicas y Naturaleza

Los matemaéticos hemos sido a lo largo de la historia, sin ningin género de du-
das, los platénicos mads recalcitrantes. Y algunos lo siguen siendo. Y sin embargo,
nadie pone en duda el valor de las mateméticas como herramienta para compren-
der y explicar el mundo que nos rodea, en sus multiples manifestaciones. A pesar
de su cardcter abstracto, de constituir un lenguaje cerrado y un tanto hermético y
de ser los objetos de su estudio entes “ideales”, es decir con existencia en el mun-
do de las ideas, y en muchos casos alejados de la realidad, al menos en apariencia,
una pregunta nos asalta de manera casi obsesiva:

; Por qué las matemdticas han dado a lo largo de la historia muestras tan
sorprendentes de una mds que notable eficacia en el estudio de la Naturaleza?

Los éxitos en la fisica clasica, en la astronomia, en la relatividad, en la meca-
nica cudntica se van extendiendo a otras disciplinas no sélo de las ciencias de la
naturaleza sino también de las ciencias humanas: economia, sociologia, politica,
sicologia...
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En ciencias en apariencia tan lejanas de las matemadticas como la biologia, las
matematicas consiguen explicar las manchas de las alas de las mariposas o las de
las cebras y leopardos mediante ecuaciones diferenciales y desde hace un par de
siglos, las ecuaciones de las flores y los modelos de crecimiento de las ramas de
los arboles. En geologia la estructura de los cristales se explica mediante modelos
geométricos basados en los poliedros y sus simetrias.

De hecho, en la actualidad toda manifestacion cientifica encuentra en los mo-
delos matematicos no solo la herramienta para desarrollar sus investigaciones sino
también el instrumento ideal de validacion social de sus conclusiones.

Sin embargo, y a pesar de la omnipresencia de las matematicas a nuestro al-
rededor no es tarea simple hacer emerger el aparato matemaético que hay detrés
de casi todos los fendmenos naturales o sociales que nos encontramos en nuestra
vida cotidiana. No es f4cil hacer ver a un publico no especialista las matematicas
que nos rodean.

1.1 Desde la Grecia clasica. Las sombras en la caverna

Los pitagdricos son los primeros que van a intentar dotarse de una visién cos-
moldgica del universo fisico, es decir de construir una teoria matematica que pro-
porcione una explicacion global de todos los fendmenos naturales.

Para los pitagéricos la esencia del mundo fisico es matematica. Colocaran al
nimero natural como origen, fundamento y explicacion de todas las cosas. Filolao
llega a afirmar:

“Todas las cosas que pueden ser conocidas tienen niimero; pues no es posible
que sin niimero nada pueda ser conocido ni concebido.”

Esta vision no es muy distante de la mantenida por Galileo mas de 2.000 afios
después en su cita del principio y se ha mantenido viva hasta nuestros dias. En
su concepcion moderna lleva a algunos a firmar que las mateméticas no son una
descripcion de la realidad sino la expresion misma de la estructura de la realidad,
el lenguaje auténtico de la realidad.

Desde este punto de vista la eficacia de las matemadticas para explicar la na-
turaleza es automadtica, es mas, la naturaleza s6lo se puede explicar y entender a
través de las matematicas.

1.2 Platon

Aunque Platon es un heredero de las matemadticas pitagdricas su concepcion
filosoéfica global afecta al papel reservado a las matematicas en su relacion con la
naturaleza:

» Las matemdticas constituyen un universo de ideas independientes del mun-
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do de los fendmenos.

» Forman un lenguaje intermedio que permite a partir de lo sensible apuntar
al mundo de las ideas.

Platon considera a las matemaéticas como “ciencia liberal y desinteresada”, in-
dependiza las matemadticas del pragmatismo empirico y de la utilidad inmediata,
liberdndola intelectualmente de instrumentos materiales, porque “tienen la mision
pedagogica de formar mentes bien hechas, cumpliendo con el fin propedéutico de
servir de introduccion al estudio de la Filosofia” (Platon).

Vid en

Orden ¥ Caos: 1a basqueda de un sueiio.
cerie: Tniverse Matematice TV 2 2000
Auter: Antonio Pérer Zanz

Realizadora: AnaMartiner

Distribmideora: ETVE

Extracto del video

La esfera y el circulo, las formas geométricas perfectas, la armonia de la lira, las mate-
mdticas y la miisica de la mano en la primera victoria del orden sobre el caos.

Platon el famoso filosofo griego fue mds alld, llegando a afirmar que Dios, el creador
del Universo, utiliza siempre procedimientos geométricos. Convencido de la actuacion de
Dios como un geometra, Platon en su didlogo Timeo, asocia cada principio elemental con
uno de los poliedros regulares, los solidos platonicos:

- El fuego, el elemento mds ligero, es el tetraedro, formado por cuatro tridngulos equild-
teros, el solido regular mds sencillo.

- El aire, el segundo elemento se compone de ocho tridngulos unidos entre si: el octaedro.
- El agua naceria de la union de veinte tridngulos equildteros. Seria el icosaedro.

- La Tierra el elemento mds pesado lo formaria la reunion de seis cuadrados, un cubo.

- Y termina Platon diciendo: “puesto que todavia habia una quinta composicién, el dios
la utiliz6 para el universo cuando lo pintd”. Esa quinta composicion es el dodecaedro, un
solido regular formado por 12 pentdgonos.

¢ Como poder sustraerse a la increible belleza de un modelo geométrico tan armonioso
como suprema expresion del orden en el Universo?
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Para Aristételes, un poco mds realista, el objeto de las matemaéticas son las
formas extraidas de la naturaleza, es la modelizacion de las regularidades empi-
ricas que se producen en la realidad. Esta visién va a dominar la historia de las
matematicas hasta bien entrado el siglo XX.

Desde entonces, y tras la aparicion de los Elementos de Euclides, los pun-
tos, las rectas, los dngulos, los circulos y las esferas... las formas perfectas, los
poliedros regulares van a constituirse en las armas casi exclusivas para interpre-
tar la Naturaleza. Las formas imperfectas, las curvas extrafias, los poligonos no
regulares, los s6lidos distintos de los conos, los cilindros y las esferas... quedan
expulsados del universo matematico. S6lo Arquimedes y algin otro contestatario
se preocupard de mirar con 0jos matematicos esas otras formas que se rebelan
contra Platon y Aristoteles.

Video

Orden ¥ Caons: labusqueda de un sueiio.
cerie: Universo Matematico TV Z 2000
Sutor Antonio Perez Sanz

Eealizadora Sna Martinez

Distribuidora BETVE

Extracto del video

Desde Platon la historia de la Ciencia serd la biisqueda de ese modelo geométrico, de
esas leyes que controlan el funcionamiento del Cosmos, la biisqueda de ese orden inmu-
table capaz de explicar todos los fenomenos naturales. La comprension y el dominio de
la Naturaleza al alcance del ser humano.

Aristoteles situard la Tierra en el centro del Universo y el frente de batalla entre el orden
v el caos en la esfera de la orbita lunar. Por encima de ella el mundo celeste, perfecto
inmutable y perpetuo, el reino del orden. Por debajo el mundo terrestre, constituido por
los cuatro elementos Tierra, Agua, Aire y Fuego intercambidndose entre si; un mundo
imperfecto, cambiante e impredecible. El reino del caos.

Pero algo viene a romper esa armonia perfecta del mundo ideal por encima de la Luna.
Los planetas conocidos describen orbitas errdticas sobre el fondo de estrellas fijas. De
hecho el término planeta significa “errdtico” o viajero. A veces, incluso parecen retroce-
der en sus orbitas.
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. Coémo encajar estos hechos con un modelo geométrico ideal? Aristoteles recurre a un
modelo fisico basado en esferas de éter en las que se mueven los planetas. Estas esferas
se van acelerando y frenando unas con otras. El complejo mecanismo necesitaria de 56
esferas distintas para poder explicar los movimientos aparentes de los planetas.

Por desgracia para la Ciencia este modelo, basado en la esfera y el circulo, permanecerd
intocable durante dos mil afios. Los matemdticos y astronomos tendrdn que crear autén-
ticas filigranas matemdticas para hacer encajar las observaciones del movimiento de los
astros con el modelo aristotélico.

La mds conseguida serd la de un astronomo de Alejandria que vivio en el siglo Il de
nuestra era: Claudio Ptolomeo. Su obra “Sintesis Matemdtica” pasard a la historia con
el nombre de la traduccion drabe: El Almagesto, que significa “el muy grande.”

Para explicar el movimiento de los planetas respetando la idea de que solo se pueden
mover en orbitas circulares Ptolomeo va a inventar un ingenioso modelo geométrico: los
epiciclos y los deferentes.

A cada planeta, incluidos el Sol y la Luna, les asigna un circulo imaginario llamado
deferente. La Tierra estd en interior de este circulo, aunque no necesariamente en el
centro. El planeta girard en un nuevo circulo llamado epiciclo cuyo centro serd un punto
del circulo deferente. A moverse el centro del epiciclo a lo largo de la deferente, al planeta
se acerca o se aleja de la Tierra lo que explicaba a la perfeccion los cambios de brillo de
un mismo planeta observados en distintos momentos del ario.

Ptolomeo pensaba que en realidad los planetas no se movian asi, pero su modelo geomé-
trico explicaba a la perfeccion lo que cualquier astronomo veia en el cielo.

Los astronomos que vinieron tras él tomaron su modelo como un dogma y aplicaron
penosos cdlculos matemdticos para realizar tablas que predijesen la posicion de todos
los planetas conocidos. Uno de las mds completas fueron las del rey castellano Alfonso
X el sabio. Las famosas tablas alfonsies. Su elaboracion era tan compleja que le hicieron
exclamar al sensato rey Alfonso: “Si el Sefior Todopoderoso me hubiera consultado antes
de embarcarse en la Creacion, le habria recomendado algo més simple.”

Aunque hoy nos parezca ingenuo el modelo geométrico de Ptolomeo, desde
un punto de vista exclusivamente matemadtico resulta de una riqueza increible. La
idea de hacer rodar circulos sobre circulos, nos abre las puertas a un sugerente
mundo de curvas mecdnicas generadas mediante el movimiento uniforme y que
nos introduce en un paraiso de curvas. Astroides, cardiodes... y hasta elipses. Si,
aunque parezca increible los epiciclos y deferentes de Ptolomeo pueden generar
oOrbitas elipticas.



134 Un Paseo por la Geometria

Figwe Eplotel & fig

dppietint dlod oo HALNY By AR bk with 04 -
i i th :M"iﬂl{:]

La herencia aristotélico-ptolemaica ha llegado aunque con ciertas modifica-
ciones impuestas por la tenacidad de los hechos en la historia, hasta nuestras aulas
actuales de matematicas, sobre todo en secundaria, donde indefectiblemente: el
mundo casi siempre es un PLANO, cartesiano... ademads; el espacio tridimensio-
nal sélo llegard en segundo de bachillerato y tnicamente para los alumnos de
ciencias...; las lineas siempre son rectas, las figuras poligonos (regulares a ser
posible), las curvas son circunferencias y los cuerpos cubos, esferas, prismas, ci-
lindros, pirdmides o conos... los mds improbables en la vida real.

2. Pero, en el mundo real...

En la realidad que nos rodea las cosas no
son tan simples. El universo no es tan ideal.
Porque, en el mundo real, ;existen las rec-
tas?, ;de verdad hay superficies totalmente
planas?, ;tiene ecuacion esta flor? La expe-
riencia nos demuestra que hay otras curvas,
tan atractivas al menos como el circulo. Ha-
gamos una excursion por la historia para des-
cubrir otras curvas.
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El Renacimiento

El modelo matematico de Ptolomeo es demasiado complejo y poco util a la
hora de hacer predicciones a largo plazo. Copérnico pone en marcha un nuevo
modelo matemético que mejora las predicciones y sobre todo que es méds sencillo
a la hora de calcular. Coloca al sol en el centro del sistema y hace girar a todos los
planetas a su alrededor. No abandona las 6rbitas circulares ni los epiciclos, pero
siembra el germen de un cambio de paradigma cientifico que llegara a la cumbre
con Galileo: la experimentacion y la observacion de la realidad como criterio de
validacion de la teoria cientifica.

A finales del siglo XVI, un joven toscano va a hacer temblar los principios
de la interpretacion del universo fisico, tanto por debajo como por encima de la
frontera de la esfera lunar: Galileo Galilei.

En el mundo terrestre, intentando descubrir las leyes que rigen el movimien-
to de los cuerpos. En una época en que las disputas politicas se arreglaban con
excesiva frecuencia a canonazos, nadie se habia parado a investigar cudl era la
trayectoria real de un proyectil. Galileo descubrird que cualquier bala de cafién
describe un arco de pardbola antes de impactar en el blanco. Pero también descu-
brird que todos los cuerpos caen al suelo con la misma aceleracion.

Galileo serd el fundador de una nueva ciencia, la cinematica e intentard expli-
car todos los movimientos mediante leyes matematicas. Los ejércitos del orden
matematico sitdan el frente de batalla contra el caos en la misma superficie terres-
tre.

Pero un extrafio instrumento inventado por los holandeses va a hacer tambalear
toda la doctrina oficial de la Iglesia basada en las ideas aristotélicas: el telescopio.
Gracias a él, Galileo va a destrozar una vision del universo que habia prevalecido
mads de dos mil afios: el mundo mads all4 de la Luna no es tan perfecto como decia
Aristételes, la Luna no es una esfera perfecta sino que presenta crateres como la
misma Tierra, Jupiter tiene satélites que orbitan a su alrededor... y hasta el Sol
tiene manchas.

Le costaria la vista y casi la vida pero habia desterrado la vieja idea de que la
Tierra era el centro del universo. Y habia conseguido algo mucho mds importante:
convertir la experimentacion en el motor fundamental de la ciencia. La Iglesia le
condend, pero la Tierra se mueve...

3. El mundo de las conicas

Kepler construird toda su teoria y descubrird las leyes del movimiento de los
planetas basiandose en las precisas observaciones de Tycho Brahe. La batalla de
Marte, la lucha de los calculos de Kepler contra las observaciones de Tycho va a
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suponer la derrota del circulo aristotélico y la victoria de las conicas de Menecmo
y Apolonio. La primera de sus famosas leyes va a traer a la elipse al primer plano
de la ciencia:

Primera Ley: Los planetas describen orbitas elipticas en uno de cuyos focos
estd el Sol.

Repasando las excentricidades de las 6rbitas de los planetas del sistema solar
nos sigue pareciendo un milagro que Kepler saliese triunfador de esta batalla. La
excentricidad de la orbita de Marte, la mayor, tras la de Mercurio, de los planetas
conocidos en la época, no llega a una décima.

Mercurio |Wenus | Tierra il arte Japiter |Saturno {Urano Meptuno |Flutdn
0206 0,007 0017 0,093 0,043 0,051 0, 0,00 0,250

Ni el ojo del pintor mas experto distinguiria una elipse con esa excentricidad de
una circunferencia. Pero Kepler era sobre todo tenaz y meticuloso.

Las cénicas, esas atractivas curvas matemadticas estudiadas por Menecmo y
Apolonio hace tantos siglos van a constituir una imprescindible herramienta ma-
tematica para explicar el mecanismo celeste. La eficacia de las matemaéticas en el
primero de los momentos estelares de la historia.

Video

Las leyves de Kenlor

Serie: Universe Mecanico Annenbergf/CPE Proyect 1258
FProduccion: California Institute of Tecnology
Distribuidera: Arait Multimedia 2 A

Los albores de estas curvas entroncan directamente con los dioses griegos, al me-
nos con Apolo. Segun la historia, aunque un poco adornada de leyenda, una mor-
tifera peste asolé Atenas alld por el afio 430 a. de C. Incluso Pericles perdi6 la
vida. Los atenienses se dirigieron al ordculo de Delos para preguntar qué tenian
que hacer para acabar con la maldiciéon que amenazaba con acabar con la ciudad.
El oraculo les dijo que para contentar a los dioses tenfan que duplicar el altar de
Apolo, que tenia forma cubica.

Nace asi, entre la historia y la leyenda, uno de los tres problemas cldsicos: la
duplicacién del cubo.
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Menecmo es uno de los muchos que van a intentar resolver el problema: dado
un cubo de arista a, encontrar arista de otro cuyo volumen sea el doble.

El primero en abordar la cuestién fue Hipdcrates de Quios, quien redujo el
problema al de intercalar dos medias geométricas o proporcionales entre la mag-
nitud que representa la arista del cubo primitivo y la correspondiente al doble de

la misma.
a_x_y
x vy 2a

Encontrar los valores de x e y equivale a resolver este sistema de ecuaciones cua-

draticas R
X =a.y 3 _ 3
{y2 :2a.x}:>x_2a

Menecmo se dio cuenta de que geométricamente, el problema consiste en encon-
trar el punto de corte de dos conicas, de dos pardbolas, como en el caso de arriba,
o de una pardbola y una hipérbola. jLas cénicas hacen su primera aparicion en la
historia... para resolver el problema de la duplicacién del cubo!

3

Por desgracia para Menecmo, encontrar el X' =ay

punto de corte de esas dos cénicas es un pro- P2
blema que no se puede resolver con regla y

compds, como demostré en 1837 el francés

L. Wantzel. xy=12a°

En el Renacimiento, si la elipse es la curva de
Kepler, la pardbola serd la de Galileo, el pa-
dre de la cinemdtica. Serd €l quien descubra
que cualquier proyectil lanzado al aire des-
cribe una trayectoria parabdlica.

Dos conicas para explicar los movimientos,
tanto de los cuerpos mds préximos a noso-
tros, a la superficie terrestre como los mds
alejados en el cielo. Newton con su ley de
gravitacion universal y con la demostracion
de que toda drbita de un objeto celeste es una
de las tres cOnicas pondrd la guinda en el pas-
tel de las curvas de Apolonio.
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Si Apolonio realizé un estudio exhaustivo de esta familia de curvas, y Galileo,
Kepler y Newton las colocaron en el centro de la explicacion de los movimientos
celestes, un joven Blaise Pascal, va a encontrar uno de los pocos resultados que
se le pasaron por alto a Apolonio, en un famoso opusculo desaparecido, titulado
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“Sobre las conicas™: “los puntos de interseccion de los pares de lados opuestos
de un hexdgono inscrito en una conica estdn en linea recta.

i T

El calculo diferencial permitié a Newton atacar el estudio y la clasificacion de
otras curvas de grado mayor que dos. En su Enumeratio linearum tertti ordinis de
1676 nos describe hasta 72 curvas de tercer grado, aunque alguna se le escapo.

Pero la Naturaleza es prodiga en otro tipo de curvas.

4. El mundo magico de las espirales

“La espiral es un circulo espiritualizado. En la forma espiral, el circulo, des-
enrollado, devanado, ha dejado de ser vicioso... La vuelta sigue a la vuelta, y toda
sintesis es la tesis de la nueva serie...” Viadimir Nabokov

Ninguna curva ha fascinado tanto al ser hu-
mano, desde los tiempos mas remotos, como
la espiral. Su presencia en los objetos vivos,
tanto animales como vegetales, tuvo que lla-
mar la atencién de nuestros antepasados des-
de los albores de la humanidad.

No existe ninguna cultura que no la haya
utilizado como elemento simbdlico, mégi-
co o simplemente ornamental. La espiral ha
acompafado al ser humano en todo tiempo y
en todo lugar... salvo en las clases de mate-
maticas de secundaria y de universidad.

Ante las innumerables manifestaciones naturales de las espirales, tanto de ca-
racter orgédnico como mecanico, estas curvas no podian dejar de llamar la atencién
de los matematicos y ser objeto de su investigacion. Sin embargo, como su propia
forma sugiere son curvas esquivas. No son curvas geométricas estiticas como la
circunferencia, las conicas o las linulas. Para construirlas se necesitan recursos
mecdanicos, algo que crece o que se mueve.
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4.1 La espiral de Arquimedes. r = a.0

El primer paso de su estudio se remonta al siglo III a. de C. y su protagonista
es el genial Arquimedes. Con métodos que se adelantan en varios milenios a sus
contempordneos realiza el primer estudio intensivo sobre la espiral mds simple: la
espiral uniforme.

La dificultad de construirla de manera exacta, junto al hecho de no poder cons-
truirse con regla y compds hizo que los sabios griegos no le dedicasen toda la
atencién que se merecen. Aunque como en todo hay sus excepciones. Estas excep-
ciones las constituyen Conén de Samos y sobre todo Arquimedes de Siracusa
(287-212 a. C.).

Sin duda, al menos desde un punto de vista matematico, la més simple es
aquella en que el radio varia de forma proporcional al dngulo girado. Y a esta es a
la que dedic6 su atencién Arquimedes, a la espiral uniforme, que desde entonces
lleva su nombre. La espiral arquimediana.

De Arquimedes se conocen dos libros sobre la geometria
plana, uno dedicado a la circunferencia, De la medida del
circulo, donde nos proporciona el salto a la fama del nimero
7y una de sus aproximaciones mds usadas hasta nuestros
dias; y otro dedicado a la espiral uniforme, De las espirales.
Un libro complicado y de lectura dificil, donde Arquimedes
hace un profundo estudio exhaustivo de la espiral uniforme.
En esta obra Arquimedes define, quizas por primera vez en

vimiento.

la historia, una curva mecanica, una curva basada en el mo-
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“Imaginaos una linea que gira con velocidad
constante alrededor de un extremo, manteniéndo-
se siempre en un mismo plano, y un punto que se
mueve a lo largo de la linea con velocidad lineal
constante: ese punto describird una espiral.

Probablemente el interés del sabio de Siracusa por esta curva estaba motivado
por un problema muy alejado del mundo de las curvas: la triseccion del dngulo.
Arquimedes, gracias a la espiral uniforme, descubrié un método para dividir un
angulo en tres partes iguales, y en general en n partes iguales.

Basta hacer coincidir el vértice del dngulo con
el origen de la espiral, dividir el segmento que
va desde el origen al punto de corte de la espi-
ral con el segundo lado del dngulo en tres partes
iguales y trazar por esos puntos arcos de circun-
ferencia hasta que corten a la espiral.

Si unimos el origen con esos puntos de corte
A tendremos los tres dngulos que dividen al origi-
nal en tres partes iguales.

Por desgracia para las matemadticas la espiral uniforme no se puede dibujar con
regla y compaés.

Sobre las espirales es una obra cargada de sorpresas, que colocan a Arquime-
des en la cima de la historia de las matematicas. En ella demuestra propiedades de
las dreas de las diferentes espiras, tan sorprendentes, pensando que faltan casi dos
mil afios para que se invente el Calculo diferencial, como estas:

“El drea barrida por el radio de la espiral en su primera revolucion es la
tercera parte del drea del circulo cuyo radio es el radio final de esta revolucion...”

“El drea barrida por el radio en la segunda vuelta es 6 veces el drea de la
primera vuelta.”

“El drea barrida en la segunda revolucion estd en razon 7/12 con el circulo
cuyo radio es la posicion final del radio vector.”

Decididamente, Arquimedes era un genio, uno de los tres grandes de las Ma-
tematicas de todos los tiempos; y sin embargo nuestros jévenes solo le recordaran
al acabar sus afnos escolares como el sabio de la bafera, el de jEureka!, o, a lo
sumo, como el descubridor de las leyes de la palanca... Injusticias de los planes
de estudio de matematicas.

Aunque hemos dicho que Arquimedes es el primero que define con precisién
una curva mecdnica, basada en el movimiento de un punto, esto no es del todo
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cierto. Ni tampoco fue el primero en utilizar curvas extrafias para resolver uno de
los tres problemas cldsicos. En ambos casos se le adelantd, alld por el afio 390
a. de C., un hermano de Menecmo, el de las cénicas, llamado Dindstrato, que
inventd una extrafia curva generada por el movimiento uniforme de dos rectas,
y que también servia para trisecar el dngulo. Desde entonces se la conoce como
cuadratiz o trisectriz de Dindstrato. )

r=———

msint
. La curva se obtiene mediante los puntos de in-
% A terseccion de dos rectas en movimiento, AB y
A P BG. La primera AB, gira con velocidad angular
, uniforme sobre el punto A hasta llegar a AD, la
/,f &y w segunda BG se desplaza horizontalmente, tam-
/ / N\ e bién con velocidad uniforme, y de tal manera
7 =T - que llega a AD al mismo tiempo que la recta
! AB. Los puntos de interseccion de ambas dibu-

A ‘ ' ©  jan una curva BZZ'Z"” H que es la trisectriz.

Para trisecar el dngulo T basta marcar el punto Z de corte del lado del angulo
con la curva y trazar una paralela al otro lado AD del dngulo para encontrar el
punto P. Si dividimos el segmento AP en tres partes iguales mediante los puntos
P’y P”, los puntos de corte de las paralelas a AD por dichos puntos determinan
en la curva los puntos Z" y Z”. Las rectas que se obtienen al unirlos con A dividen
al angulo en tres partes iguales.

Es claro que como en el caso de la espiral arquimediana el método sirve para
dividir el 4ngulo en n partes iguales.

Como con la espiral, la dificultad estd en trazar la curva. Por supuesto esto es
imposible con regla y compds.

1
4.2 La espiral logaritmica. r= C.e*/, 0= T lné

(Por qué el Nautilus tiene esta extrafa y elegante forma?

Habra que esperar casi dos milenios hasta que los matemaéticos se vuelvan a
interesar por las espirales, pero ahora no va a ser por la espiral uniforme sino por
otro tipo de espiral la espiral logaritmica, equiangular o geométrica.
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Vid eo

El mundo de las espi ales

oerie: Mas por Menos TVZ 1956
Autor Antonio Pérez Sanz
Realizador Pedro Amalio Lépez
Distribucien: ETVE

El origen del estudio de esta espiral tiene que ver con la navegacion. A lo largo
de los siglos XVI y XVII miles de barcos surcan los océanos. Los navegantes
sabian que sobre la superficie terrestre la distancia més corta entre dos puntos
es un arco de circulo méximo. Pero para seguir un rumbo que encaje con este
arco es necesario realizar continuos cambios de rumbo. Por ello sustituian este
rumbo Optimo por otro en el dngulo que formaba la trayectoria del barco con
todos los meridianos que atravesaba se mantenia constante. El rumbo se mantenia
constante. Los rumbos de este tipo dibujan en la esfera terrestre una curva llamada
loxodrémica. Pero los navegantes no trabajaban sobre una esfera, sus mapas eran
planos, proyecciones de la esfera. Pues bien la proyeccion de la esfera sobre un
plano convierte a la loxodrémica en una... espiral equiangular.

s El primero en describirla como una curva
mecdnica, en contraposicion a las curvas al-
# 5 S gebraicas, es Descartes quién en 1638 escri-
g be al padre Mersenne los resultados de sus
' ; L et \\T investigaciones. Descartes estaba buscando
:'=-. [ a5\ \ una curva creciente con una propiedad simi-
5\ = lar a la de la circunferencia, que la tangente
h S P en cada punto forme con el radio vector en
s cada punto siempre el mismo dngulo.

De ahi el nombre de equiangular. También demostrd que esta condicién es equi-
valente al hecho de que los dngulos alrededor del polo son proporcionales al loga-
ritmo del radio vector. De ahi su segundo nombre: espiral logaritmica.
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La separacion de las espiras aumenta al crecer el dngulo, es decir, el radio
vector crece de forma exponencial respecto del dngulo de giro. Por eso recibe un
tercer nombre, espiral geométrica.
e ="  Sin duda, el padre de esta espiral, con to-
da justicia, es Jacob Bernoulli, quien realiza
un profundo estudio de la misma, quedando
cautivado por la curva hasta tal punto de pe-
dir que en su tumba, en el cementerio de Ba-
silea, figurara la inscripcion “Eadem mutata

resurgo” y un grabado en piedra con el dibujo de una espiral logaritmica. El can-
tero no era un buen matematico pues tallé una casi perfecta espiral arquimediana.

Jacob Bernouilli descubri6 varias propiedades de esta curva que les pasaron
desapercibidas a Descartes y Torricelli, entre ellas el hecho de que la espiral loga-
ritmica es la Unica curva que verifica que su evoluta, su involuta, su cdustica y su
podaria son, a su vez, una espiral logaritmica.

Nos explicamos ahora el “Eadem mutata resurgo” atribuido por el bueno de
Jacob Bernouilli a esta espiral: aunque me cambien, es decir si trazan mi evoluta,
mi involuta, mi cdustica de reflexion o de refraccidn... siempre volveré a aparecer
semejante a mi misma.

Jacob Bernouilli habia descubierto ademds otra extrafia propiedad, la autose-
mejanza, que relaciona directamente esta espiral con los objetos fractales.
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La espiral logaritmica es sin duda la espiral que mas se prodiga en la naturale-
za. El reino animal nos proporciona unos ejemplos preciosos en las conchas de los
caracoles y los moluscos. Detrds de todas estas formas hay un fenémeno natural:
un proceso de enrollamiento vinculado al proceso de crecimiento. De hecho la
concha de un caracol no es ni mas ni menos que un cono enrollado sobre si mis-
mo. El cuerno de un rumiante también, aunque ademads estd retorcido. Y aunque
las leyes fisicas del crecimiento de especies tan dispares no son las mismas, las
leyes matemadticas que lo rigen si: todas estdn basadas en la espiral geométrica, la
curva de similitud continua.

Si nos fijamos bien el crecimiento de las conchas y de los cuernos tiene otra
curiosa propiedad se produce sélo por un extremo. Y esta propiedad de creci-
miento terminal conservando la figura completa es exclusiva, dentro de las curvas
matematicas, de la espiral equiangular o logaritmica.

Las galaxias, las borrascas y huracanes nos brindan muestras espectaculares
de espirales logaritmicas. Al fin y al cabo en cualquier fenémeno natural donde
haya una combinacién de expansion o contraccion y rotacién aparecerd por fuerza
esta espiral.

Y en el reino vegetal

En el mundo vegetal los ejemplos son si cabe mds llamativos ya que entre las
plantas aparecen un sinfin de espirales y no precisamente de una en una. La distri-
bucidn de las pipas en cualquier girasol, las escamas de cualquier pifia, no importa
de qué variedad, una simple margarita... nos ofrecen una auténtico desfile de espi-
rales entrelazadas.
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En cualquier pifia de los pinos, si la observamos desde arriba, descubriremos
que los pifiones se distribuyen formando un buen nimero de espirales. Y no pre-
cisamente de forma aleatoria. No es ninguna casualidad. Los pifiones han de dis-
tribuirse de forma 6ptima, es decir, aprovechando el espacio al maximo; y esa
optimizacién del espacio se consigue mediante una distribucién en espiral.

5. Las ecuaciones de las flores
Una rosa es una rosda...

Alejandonos de las espirales, existe una familia de curvas, investigada en el
siglo XVIII, que parece haber nacido para identificarse con algunas de las flores
mas habituales en el campo o en las floristerias. Se trata de la concoide de roseton,
también conocida como pétalo geométrico.

Para investigarla s6lo necesitamos una herramienta informatica apropiada: un
programa informdtico que vaya mds alld de las curvas en coordenadas cartesia-
nas y permita trabajar directamente en coordenadas polares y paramétricas, por
ejemplo winplot desarrollado por Richard Parris, que se puede obtener de forma
gratuita en esta direccion: hitp://math.exeter.edu/rparris

Ideas:

= una forma que rota y se repite periddicamente...
= una silueta que se aleja y se acerca al centro...

= jijfunciones trigonométricas y coordenadas polares!!
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Para interpretar el crecimiento de hojas y flores las coordenadas rectangulares o
cartesianas no son las mas apropiadas, mds bien son completamente inapropiadas.

Recurriremos a las coordenadas polares, otro regalo a la historia del genial
Euler, en las que las dos variables son el dngulo girado respecto a la horizontal
y la distancia al origen. Estas coordenadas son especialmente aplicables a todos
aquellos casos en que dentro de la figura existe algiin punto invariante, es decir,
algin punto que no sufre ninguna deformacién al crecer. En el caso de las plantas
suele ser la base de la hoja, el “nodo” alrededor del cual se desarrolla toda la hoja
o el centro de simetria circular en el caso de las flores.

En estas coordenadas, todas las concoides de rosetén o de rosaceas, como
dicen los franceses, tienen esta ecuacion general

p=a.cosnf+b

Cada pétalo base es simétrico respecto del eje OX y se obtiene haciendo variar el
/s Fis
angulo 6 entre —— < 6 < —.
n n

Obtener, a partir de esta escasa informacién, formas aproximadas a las siluetas
de algunas de las flores mds populares no va a ser muy complicado. S6lo necesi-
tamos un buen programa de ordenador que trabaje en polares.

Ejemplol: Pétalo simple: Caso O« b«a . . 7
n=7/2 ClUdcion p:3(cos§5) +1
f
51 hacemos vanar — 277 < & < 27 obtenemos
T el {ﬁ laflor completa

Estudiemos, con este programa informéatico, cémo afectan los valores de las dos
constantes a, b y n a la forma de la curva.
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5.1 Casoa=Db

Ejemplol: Pétalo simple: Caso a=b

3
H:5/'2 Ecuacidn p:3c055g+3

| N
S1 hacemos vanar — 4 < & < 477 obtenemos
25 25 laflor completa

Si lo queremos con un circulo central, algo por otra parte muy frecuente en la
naturaleza, basta con tomar el valor absoluto del coseno.

Ejemplol: Pétalo simple: Caso a=b . 5
e Eia Ecuacidh o=73. cosEH +3
| | ]
T T 1 L + [
It
g 5 hacemos variar — o <8 < obtenemos
o3 3 {E laflor completa
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5.2 Caso 0 <b <a

Ejemplol: Pétalo simple: Caso O« b«a

=
=T/ Ecudcion p:BcosEfEJH

31 hacemos variar — 27 <8 < 277 obtenemos la
35 35 flor completa

Se puede observar que el factor b alarga el pétalo mientras que n hace aumentar el
numero de los mismos en cada circunferencia.

Si introducimos al valor absoluto del coseno, nos volvemos a acercar a la
realidad.

Ejemplol: Pétalo simple: Caso O« b<a

n=7/2 +1

Ecuacidn o =3

7
(00355)

%1 hacemos variar — 27T < & < 27 obtenemos
35 3.5 laflor completa
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5.3 Casob >a

i | - I . . ,},
?:e?rr;glol Pétalo simple: Caso by a Eeraeidips 26055_5_‘_4

T og. Si hacemos variar — 277 < & < 277 obtenemos
35 = <§ laflor completa

5.4 El mundo de las rosas: n < 1

Hasta ahora en los tres casos hemos jugado con n mayor que 1. ;Qué ocurre si
n es menor que la unidad?... Nos adentramos en el mundo de las rosas...

Cazobsa Caso0<bea

. 4 . . . 3
Ecuacidn -,a=2u:osga+-4 Ecuacidn p:Scos-§5+1
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5.5 La cardiode

Aunque en apariencia poco parecida con las rosas,
existe otra curva que vemos todos los dias en nues-
tros vasos cuando nos tomamos el café o la leche
bajo una lampara en cualquier cafeteria. Se trata de
la cardiode, esa curva que se forma en el vaso o la
taza al reflejarse la luz de la ldmpara del techo, una
curva con forma de corazén.

Su ecuacion p = a(l + cos 6) no deja de ser un caso muy especial de la concoide
de rosetobn enel casoenquea=byn = 1.

6. Otras curvas de la Naturaleza con historia

El nacimiento y posterior desarrollo del célculo diferencial brind6 a los mate-
maticos del siglo XVIII una potente herramienta para mirar con otros 0jos curvas
que la naturaleza habia puesto ante nuestros 0jos y cuyo misterio se escapaba entre
los dedos. Los métodos desarrollados en el siglo anterior, fundamentalmente por
Descartes y Fermat, permitian el estudio de las curvas algebraicas, esto es aque-
llas donde la relacién entre las variables x e y se daba mediante un polinomio.
Descartes elimina de su Geometria toda consideracion algebraica de las curvas no
algebraicas, que denominé mecdnicas. Pero el mismo Descartes considerd impor-
tante desarrollar técnicas no algebraicas para el estudio de las curvas mecdnicas.
De esta manera se imponia la necesidad de poseer una forma més general de es-
tudiar las curvas, cualquiera que fuese su clasificacion.

x = R(t—sint)

6.1 Galileo y la cicloide .ot
y = R(1 —cos?) = 2Rsin? 3
Entre las curvas mecdnicas que mads atrajeron la atencién de los matemaéticos se
encuentra la cicloide, que fue introducida con el fin de cuadrar el circulo mediante
el uso de la integracion.
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Galileo fue uno de los primeros en estudiar las propiedades de esta curva, a la que
dice haber dedicado mas de cuarenta afios. Se planteé el problema de comparar
el area bajo un arco de cicloide con el drea del circulo que la genera. Como no
consiguio resolver el problema mediante métodos matematicos, recurrid a recortar
y pesar piezas de metal con la forma de la cicloide. De esta manera encontré que
la relacion entre el area bajo un arco de cicloide y la del circulo que la genera es
aproximadamente de 3 a 1, pero decidié que no debia ser exactamente 3, ya que
intuia (errbneamente) que debia ser no racional.

6.2 El reto de Jacob Bernoulli. La catenaria

En 1690, Jacob Bernoulli publicé un articulo en las Acta Eruditorum de Leib-
niz en el que se utiliza por primera vez el término Integral. Al final del articulo
y para demostrar la potencia del nuevo célculo Jacob lanza un reto a la comuni-
dad matematica de la época. Descubrir la ecuacion de la curva que se forma al
suspender de dos puntos una cuerda de peso uniforme: la catenaria.

Galileo ya habia abordado el problema cometiendo de nuevo un error, al con-
cluir que se trataba de una arco de pardbola. Huygens demostraria méas tarde que
no se trataba de una parabola pero no pudo decidir de qué curva se trataba. Preci-
samente el nombre de catenaria se debe a Huygens. Lanzado el reto, Jacob obtuvo

tres respuestas: de Huygens, de Leibniz y

de su hermano Johann. La respuesta es es-

e . ) ad
ta ecuacion diferencial: dx = _ 4y La

_Ny-a
respuesta en forma de ecuacidon integral es:
ady

Hoy, la ecuacion de la catenaria estd incorporada en las calculadoras cientificas
de todos los alumnos de secundaria y corresponde a la funcidén coseno hiperbdlico:

X =

X a/ x _x
y=acosh- = —(ea +e )
a 2

Por desgracia para los Bernoulli, Leibniz y Huygens la funcién exponencial aun
no se habia descubierto.

6.3 Braquistocrona. El desafio de Johann Bernoulli

La biisqueda del mejor de los péndulos posibles para la construccion de relojes
precisos habia puesto de moda a principios del siglo XVIII las curvas relacionadas
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con los tiempos de caida de cuerpos siguien-
do trayectorias con condiciones determina-
das. Asfi se estudia la tautdcrona, curva cuyo
perfil hace que un cuerpo tarde desde cual-
D 2 s L S o e o N NN llegar al

Pero sin duda la curva estrella serd la braquis-
. técrona, la curva que une dos puntos A y B de
tal forma que un cuerpo que cae por ella tarda
el minimo tiempo posible.

Johann Bernoulli propuso el problema de la bra-
quistécrona en junio de 1696 y retd a la comu-
nidad matemética a resolverlo antes del fin del
afio, anadiendo con sarcasmo que “la curva era
una bien conocida de los mateméticos”.

En la actualidad es la curva que se utiliza en
los toboganes de patinaje para conseguir llegar
abajo en el menor tiempo.

El afio siguiente aparecieron en total cinco soluciones: ademds de Johann Ber-
noulli, resolvieron el problema Leibniz, Jacob Bernoulli, L’Hopital y un autor
inglés an6nimo. Johann no tuvo dificultad en reconocer que el autor era Isaac

Newton y lo expres6 con una frase historica: “Por las garras se conoce al leon”.

. . ds C
La ecuacidn diferencial no era nada elemental T = —.
X Iyl

Pero Johann lo habia avisado al lanzar su reto. Era una curva muy conocida por
los matematicos, efectivamente se trata de un arco de cicloide, una curva conocida
desde hacia mas de un siglo.

7. Fractales y Caos

Como muy bien dice Benoit Mandelbrot, uno de los creadores de la geometria
fractal:

“Las nubes no son esferas, las montarias no son conos, las costas no son circulos,
las cortezas de los drboles no son lisas y los reldmpagos no se desplazan en linea
recta.”

El universo estd poblado de sistemas que se comportan de manera cadtica. Las
llamas de una hoguera, el humo, el agua en un arroyo, las olas del mar, la forma de
un reldmpago son manifestaciones cotidianas del caos. La historia de la Ciencia
es la historia de la busqueda del orden dentro del caos.

Las leyes de Newton nos permiten descifrar la 6rbita de la Tierra alrededor del
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Sol y predecir los eclipses. Incluso nos han permitido viajar a la Luna o mandar
sondas. Pero estas ecuaciones que podian servir para sistemas simples son inca-
paces de predecir el estado de las particulas de gas encerradas en un globo o de
las miles de gotas que forman un torrente.

A lo largo del siglo XIX los cientificos resolvieron en parte esta dificultad me-
diante el andlisis estadistico de cantidades promediadas que trabaja con cantidades
globales de movimiento. No podremos determinar el movimiento de todas y cada
una de las particulas del torrente pero al menos sabremos lo que hard éste global-
mente. A principios de nuestro siglo coexistian estos dos paradigmas cientificos:

= el determinista, con sus ecuaciones diferenciales, para los sistemas simples;

= ¢l estadistico para los sistemas complicados, con muchos grados de libertad
en los que reina el azar.

Pero lo que nadie podia imaginar es que un sistema simple pudiese tener un
comportamiento cadtico y ahi poco podian decir las matematicas. En 1960 Edward
Lorentz desarroll6 un modelo matematico para realizar previsiones del tiempo.
Este modelo era bastante simple y contemplaba sélo tres variables que rigen el
movimiento de conveccion, relacionadas entre si mediante tres ecuaciones dife-
renciales hoy muy populares.

Vid ea

BOY:
FRACTALES..
LA GEOMETRIA DEL CAOS

Fractales: 1a geometria del caos
serie: Mas por Menos. TVZ 1996
Auter: Antonto Perer Sanz
Realizador Pedro Amalio Lépez
Distribucién: RTVE

Extracto del video

Lorentz puso a trabajar su ordenador, cada minuto simulaba el paso de un dia. Con
sorpresa comprobo que una diferencia de menos de una milésima en una de las variables,
al cabo de pocos minutos (unos dias simulados) producia un estado climdtico totalmente
distinto.
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Habia descubierto la segunda gran caracteristica de los fenémenos cadticos: Una pe-
quefia variacion de las condiciones iniciales produce grandes cambios en el sistema a lo
largo del tiempo. Es lo que se conoce como efecto mariposa. El batir de las alas de una
mariposa en una selva africana puede producir dentro de unos meses un huracdn en el
Pacifico.

La primera caracteristica del caos es por supuesto que el sistema es impredecible a largo
plazo. Pero incluso en los fenémenos cadticos aparecen ciertas regularidades, un cierto
orden. Este orden se investiga mediante el espacio de fases del sistema. En este espacio,
que es como la radiografia del sistema, en el que cada punto representa al sistema en su
conjunto en un momento dado, aparecen ciertos atractores a los que se acerca el sistema.
Lorentz descubrio uno de ellos para su modelo climdtico conocido como mariposa de
Lorentz.

A partir de entonces matemdticos y fisicos se han lanzado a la caza de atractores extrafios
dentro de los sistemas cadticos. Es decir a buscar un cierto orden dentro del caos.

Vds. podrian pensar que estos fenomenos cadticos son curiosidades que sélo preocupan a
los matemdticos y a los fisicos. Por desgracia o por suerte, los sistemas cadticos aparecen
en los lugares mds dispares: la evolucion de una epidemia, el desarrollo de la poblacion
de una determinada especie animal en un ecosistema cerrado, las reacciones de la bolsa
y de la economia en general, nuestra atmdsfera y hasta el sistema solar son sistemas
caoticos. Los verdaderamente raros son los fenomenos lineales.

Newton se hubiera llevado un gran disgusto si hubiese conocido el hecho, demostrado por
el matemdtico francés Poincaré a principios de siglo, de que incluso un sistema formado
por solo tres cuerpos es cadtico.

En su nacimiento alld por los afios 70, el caos y los fractales no parecian estar relacio-
nados. Pero los dos son hermanos matemdticos; ambos buscan la estructura profunda de
la irregularidad.

En los dos la imaginacion geométrica es lo mds importante.

Los fractales nos presentan un nuevo lenguaje con el que describir la forma del caos es
decir la cara mds frecuente de la naturaleza.

Estaba naciendo la Teoria del Caos. Y enseguida una matemdtica capaz de
buscar el orden dentro del caos: la geometria fractal, las matemaéticas de las cur-
vas fractales. Incluso en aquellas regiones de la naturaleza lejos de las cdmodas
regularidades de las ecuaciones diferenciales las matemadticas se revelan como la
herramienta imprescindible para interpretar la naturaleza. Y por supuesto siguen
manifestando de manera rotunda su increible eficacia.

Desde luego, todo parece indicar que Galileo sigue teniendo razon...
El Universo es un libro escrito en el lenguaje de las matemdticas...

Y ademas, lleno de curvas.
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