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Para verificar la unitn de las triangulaciones espafiola y argelina,
se eligieron como vértices de un gran cuadrilatero los picos de Mulha-
cen y Tetica en la Sierra Nevada y de Filabrés y los picos de Filhaous-
sen y MSabiha, estos dos Gltimos del continente alticano, é intervi-
nieron en los trabajos geodésicos colaboradores tan distinguidos, de
tan reconocida ilustracion y competencia como los coroneles Perrier,
Barraquer, los comandantes Lopez Puigcerver, Borres, Bassot, cte., y
el actual director del Observatorio astrondmico de Madrid, D. Miguel
Merino, con el ingeniero Sr. Esteban, para la unién astronémica.

Ademads de esta empresa gloriosa para los dos paises que se cori-
certaron parasu realizacién, encomendandola asabios tan respetables,
y que forma una hermosa pagina en la historia cientifica del general
Ibadiez, se le debe otro descubrimiento de gran trascendencia, recibi-
do con universal aplauso; el aparato para medir bases geodésicas, que
ofrece la notable circustancia de permitic que 4 la rapidez en la ejecu-
cion de las operaciones acompane la precision en las mismas.

No nos detendremos en lo mucho que pueden decir personds mas
competentes acerca de los méritos del ilustre sabio que Espana ha
perdido para la ciencia, correspondiendo 4 otros autorizados criticos
el dar razdn circunstanciada de cuanto tiene que agradecer la patria
a quien dirigi6 con tan brillante acierto por tantos anos sus trabajos
geodésicos y estadisticos, yya que no llegue a mas nuestra canpe-
tencia, hemos de limitarnos 4 rendirle nuestro insignificante tributo
de admiraci6n, evocando el recuerdo de algo entre lo mucho que hizo
en su vida cientifica.

Z. G. b G.
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LA EVOLUCION DE LA GEOMETRIA PROYECTIVA

(coNTINUACION)

Multiples fueron las direcciones de la Geometria bajo el impulso
que le dieron los talentos que honraron la institucion fundada por
Monge, y que ha contribuido 4 dar un periodo de gloria cientifica 4
la Francia,

Si Monge creo la nueva Geometria que refiere las figuras del espa-
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cio a figuras planas por combinaciones de planos alllx.iiiares, v p_res-
cindiendo en absoluto de toda consideracion I:Jumemca, lt:arrlloi_, al
proponerse fundar un nuevo algoritmo geométr.lco ensu Geomg!rze {fe
position y en su Correlalion des figures en Géomélrie, d{_:nnc‘ie se fundieran
la magnitud y la posicidn de tal manera, que lés variaciones de la una
fueran traducidas inmediatamente por las variaciones de 1-a. otra, me-
diante lo que llamd correlaciones direcla, tnversa y compleja, también
contribuyd al progreso de la Geometria de Pascal y Des:?rgues en su
Essai sur [a Théorie des transversales que aportd un con‘s.ldel'al?le ma-
terial para proseguir la organizacion de este cuerpo de clc:ctn.n!a, clle:I
gando a la posteridad sus célebres teoremas; el L{HCJ, generalizacion de
de Ptolomeo, ¢ extension a un poligono cualqumra_de] hasta t?ntonces
solamente aplicado al triangulo; el otro, de mayor lmportan‘cza, s un
teorema fundamental en la teorfa de las conicas, 4 saber: si if_:dos los
lados de un poligonoe plano cualguiera ABCDE, 6 sus prolongaciones, se
hallan cortados por una seceidn conica cualquiera, y se designa por (Am)
(B} las productos de los segmentos inlerceplados sobre AB enlre cada uno
de los vérlices A y B respectivainente, v las dos ramas de la cun'aﬁ por
(Bn) y (Cn), los produclos semejantes velalivos al lado BC, etcétera,
se tendra -

(Am) (Bn) (Cp) (Dg) (Er) = (4Ar) (Bm) (Cn) (Dp) (Eq),
teorema que, segun hizo ver Carnot, se extiende a todas las curvas
geometricas tomadas como transversales, cuando el poligono es pla-
;o, y a todas las superficies cuyas secciones hechas por planos cua-
les.quim"a, son curvas geometricas, cuando el poligono es alabea.du-.

Otro de los talentos matematicos que contribuyeron al renacimien-
to cientifico de la Francia, impulsada por los éxitos de Monge, La-
place, Lavoisier y Lagrange, {ué Brianchon, cuya Mémeire sur les lig-
nes du second ordre, aunque reduocida 4 63 paginas, es uno de los tra-
bajos fundamentates que dejan huella en el progreso cientifico, ¥ no
es de extrafar que haya bastado para inspirar al geémetra Poncelet
su notable obra Trailé de propriélés proyeclives des figures, fundada como
¢l mismo expone en su prologo, sobre alzunos de los fecundos con-
ceptos expuestos en la obra de Brianchon.

Es materialmente imposible condensar en menor extension cuanto
de mas esencial constituye la teoria de las conicas, y sebre tode con
mayor elegancia y sencillez. -

Definido ¢l polo de una recta como el punto alrededor del que gi-
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ran las cuerdas de los contactos de los pares de tangentes trazadas
desde diferentes puntos de aquélla, en conformidad con la exposicion
hecha por Monge en su geometria descriptiva, pasa inmediatamente
; : Hi AC. WBE : :

a definir la relacion —— 1 —— — constante, & que conducen tres rec-

AS © BS

tas trazadas por un punto S y cortadas por una transversal arbitraria,
AC  BC
AD * BD
diente al caso de ser cuatro las rectas. La proporcidn armonica

AUSED,  CR_BE A L GO e e
T-_. BD : AD -—-'E-E subsiste, seg un rema,

de la que resulta la siguiente = constante, correspon-

de la obra Opus geomelricum, de Gregoire de Saint-Vincent, Una recta
esta dividida arménicamente por dos puntos, cuando éstos la dividen en
segmentos proporcionales. Si una recta AB esta dividida armanica-
mente por dos puntos C y D, la recta CD también lo estard por los
dos puntos A y B; y originando cualro puntos arménicos un haz armo-
nico, el teorema de Saint-Vincent puede traducirse diciendo que: Toda
iransversal lrazada en el plano de un haz armonico da Por sus inlerseccio-
nes, cualro punlos armdnicos.

Pero segin la geometria de posicién de Carnot, cada una de las dia-
gonales de un cuadrilatero estd corlada armdnicamente por las olras dos,
y esto basta para que con la regla solamenle pueda obtenerse en la
misma direceién de tres puntos el cuarto armonico D, propiedad co-
nocida en las secciones conicas de La Hire. La consideracion de un
paralelogramo con sus dos diagonales permite deducir, valiéndose
de los tridngulos semejantes formados en las figuras, las relaciones
EA.EB FA.FB CA.CB DA.DE e o ,
ECED ~ FOED ° EBCE = DEDF 2% S%8u0 Brianchin,
tienen lugar para todas las proyecciones de las figuras, como arriba se
indico, de manera que subsistiran todavia, si en lugar de un parale-
logramo se considera un cuadrilatero cualquiera cortado por una
transversal arbitraria, y como aqui no se trata mas que de la direccion
de las lineas, y cada par de lados opuestos pueden representar el sis-
tema de diagonales de un nuevo cuadrilatero, de las relaciones ante-
riores se deducen todas las restantes gue forman en los tratados mo-
dernos las siete relaciones fundamentales de la involucidn, que unen
los doce segmentos formados sobre los lados de un cuadrilatero com-
pleto, cuyas tres diagonales son AB, CD, EF, y que son las traduccio-
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nes diferentes de una misma propiedad, de manera que, para seis
puntos situados en linea recta, cada una de dichas siete condiciones
lleva consigo las otras seis. Y cuando aquéllos se hallan ligados por
éstas, sus proyecciones gozan de la misma propiedad.

Con estos preliminares Brianchon principia la exposicion de las
propiedades de las conicas (lam. I, fig. 1.1).

Suponiendo trazada en el plano de un cuadrilitero UXYZ inscrito
a una conica, una recta en la cual AB, CD, EF son los segmentos pro-
ducidos por la curva y los dos pares de lados opuestos XU y ZY, ZU y
YX de aquel, ante todo demuestra que los seis puntos A, B, C,D, E, F
se hallan ligados entre si por las siete relaciones arriba deducidas, ¥y
puesto que basta deducir y establecer la proposicion para una de las
perspectivas de la figura, lo hace asi para el caso de ser un circulo,
fundandose sencillamente en la propiedad que tiene el producto de
los segmentos trazados desde un punto cualquiera, que es constante.
Ademas, la aplicacion del teorema de Ptolomeo al tridngulo FTE for-
mado con el segmento EF de la transversal y dos lados opuestos ZU
y XY del cuadrilatero, con cada una de las transversales UX y ZY le

ducen 4 la relacion BAER _ FAFB r consiguiente 4 con
conducen 4 la re EC.ED — FCED Y P° guiente ¢

cluir, que las siete ecuaciones fundamentales quedan satisfechas, y
resulta que: dado un cuadrililero cualquiera inscrito en una cénica y una
recla indefinida trazada arbitrariamente, lo cuerda interceplada en ésta en-
tre las ramas de la curva, se hallard corlada en dos segmentos por cada
uno de los lados del cuadrililero prolongados d discrecion; y si en el mismo
orden se formara la razén de los dos sepmentos que corresponden @ cada
lado, el produclo de las razones correspondientes ¢ dos lados opuestos serd
igual al producto de las razones correspondientes d los otros lados.

Despues de sefialar como consecuencias inmediatas de estas con-
clusiones, que en las curvas de segundo orden las cuerdas paralelas
tienen sus puntos medios distribuidos en una recta que se llama did-
melro, asi como las propiedades concernientes 4 los centros, didmetros
comjugados, elc., llega al célebre teorema de Pascal solamente con
aplicar el teorema de Ptolomeo al tridngulo ETF de la figura emplea-
da anteriormente, en la que D, H, I son las intersecciones de los lados
opuestos del exdgono ABUZYX cortado sucesivamente por las trans-
versales UX, YZ, UB, AX y multiplicando por la que arriba se deduce,
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4 sea FA.FB.ECED — EA.EB.FC.FD, las EC.FC.ZU=EC.FU.ZX y
EU.FD.FZ =ED.FE.EU se obtiene
EX.EY.EA.FB.TU.TI = EA.EB.FU.FE.TX. TY. ()

y multiplicandolaEY.FD.EF—ED.FF7.7X. ylas EL.LFD.FU=EB.FU.TI,
EX.FA.FU=EA.FU.EX dividiendo después por la formula (v) obtiene
facilmente ELFD.TU=ED.FU.ZY, que seglin el teorema de Ptolomeo
exige se hallen los tres puntos 7, H, D en linea recta, determinando
una transversal en el plano del tridngulo ETF,

(Se conlinuard ).
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LEITFADEN DER EBENEN GEOMETRIE

(GUIA DE LA GEOMETRIA)

Bearbeitet von Dr. Hubert Miiller

Una obra que reuna 4 la brevedad y sencillez la condicién de po-
‘ner en conocimiento de los lectores cuestiones generalmente juzgadas
como de un orden superior 4 las propias de los elementos, constituye
un verdadero triunfo para el autor, y esto puede aplicarse 4 la obra
del Dr. Hubert Miiller, constituida por tres reducidos cuadernos: el 1.0
(cuya 3." edicion aparecié en 1889) trata de las figuras rectilineas ydel
circulo; el z.2 es un desarrollo del primero, al mismo tiempo que una
introduccion 4 la «Geometria moderna», y el 3.°se halla destinado 4
las secciones conicas y 4 los elementos de esta geometrid.

Esta obra, como su titulo indica, no es un tratado completo de
Geometria; su autor se ha propuesto iniciar al alumno mediante una
breve exposicién, en las cuestiones mas varias, en los conceptos mas
capitales de la ciencia de la extension, El molde de la geometria eucli-
diana ha quedado profundamente alterado bajo la multiplicidad de
las modernas teorias, que se imponen con imperiosa necesidad y que
se hallan combinadas con el dogmatismo caracteristico de la geome-
tria tradicional. _

No es la obra de que tratamos la (inica en su género, pues en la
docta Alemania se intenta constantemente por los escritores matemi-
ticos, exponer la geometria proyectiva, la geometria de la relacion
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anarmonica, de la dualidad y de la polaridad, etc., ya sola, ya combi-
nada con ia geometria elemental; y uno de los mds notables ejemplos
que pueden ser citados, justificando nuestro aserto, es el ofrecido por
la ya vulgarizada geometria del ilustre profesor Baltzer.

Acaso esta nueva evolucion de la ensenanza no hubiera tardado

.fanto en ser un hecho, si, como dice Chasles en su obra Los trois lfivres
de porismes d‘€uclide, la obra del gedmetra griego, solo conocida por
los vestigios que de ella se conservan en las obras de Pappus, se hu-
biera transmitido hasta nosotros bajo la influencia decisiva de tan
respetable autoridad.

La variedad de teorias con que se ha eariquecido la geometria, exi-
ge una alteracion en el plan de exponerla y de enseaarla. El riguroso
dogmatismo de los elementos de Eunclides siempre es admirable, siem-
pre ofrece un modelo de logica que lleva 4 las inteligencias por un en-
cadenamiento de consecuencias de solidez inquebrantable; pero las
verdades en ¢él relacionadas que se refieren exclusivamente 4 la per-
pendicularidad, al paralelismo, 4 laigualdad 6 la desigualdad yva la
proporcionalidad, han hecho sitio 4 otras proposiciones, en las cuales
s¢ prescinde de estos modos especiales de |a posicion y de la magnitud.

La geometria de Euclides, ya cual salio del pensamiento de este
geometra, ya segin la han presentado modificada autores como Le-
gendre, Lacroix, ete,, favorece el desarrollo intelectual, por cuanto
exige del espiritu fijeza v una fuerza suficiente para ahondar en los
clementos de cada cuestion, para analizarla en sus mas minimos de-
talles; pero noes tan eficaz para educar los espiritus en el modo de
producir grandes sintesis y llevarlos 4 esfe ras mas amplias, donde las
ideas se hallan enaltecidas por su generalidad, esto es propio y exclu-
sivo de los métodos modernos.,

En la obra del Dr. Miiller se halla expuesta la geometria elemental,
revestida de ese caracter generalizador propio de la geometria mo-
derna, que debe al predominio de la idea de situacién 6 disposicion
de los elementos de las figuras, asi como al concepto de correlacion,
que permite duplicar las proposiciones bajo la forma simétrica im-
presa por la constante aplicacion del principio de la dualidad.

Segln este principio, al considerarse en un plano infinidad de rec-
tas que pasan por un punto, se consideraran los infinitos puntos que
se hallan en linea recta, y el conjunto de aquéllas conducira al haz de
rayos como el de ¢stos 4 la serie de puntos. Al angulo, figura compuesta



