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Un mosaico es una obra compuesta por pequenas piezas de diversos ma-
teriales y colores. Los mas antiguos encontrados son los babilonios que datan
del tercer milenio antes de Cristo aproximadamente. Los artesanos de la
ciudad de Uruk incrustaban pequenos trozos de terracota coloreados para
decorar paredes con patrones geométricos. Probablemente hubo otros antes,
ya que (casi) todas las civilizaciones, en mayor o menor grado, han usado
esta técnica.

Claro que, si hablamos de mosaicos, sin duda nos vendran a la cabeza
los mosaicos romanos que podemos encontrar en gran parte de Europa. Es-
tos mosaicos representan diferentes escenas de la vida y costumbres de las
ciudades romanas. Seguramente también recordemos los mosaicos de la Al-
hambra, figuras geométricas que se repiten y que podrian cubrir todo el plano.
Obviamente hay una diferencia fundamental entre ellos, los mosaicos arabes
no son figurativos, si no que se basaban en la repeticion de motivos geométri-
cos. La definicion mateméatica de mosaico se asemeja méas a este tipo de
mosaicos:

Definiciéon. Un mosaico del plano es una coleccion 7 de poligonos llamados
teselas de forma que

1. cubren el plano y;

2. se intersecan en el borde.
Otra condicion bastante habitual es que los mosaicos sean cara a cara, es
decir

3. si dos teselas se intersecan, lo hacen en una arista.

Por tltimo, exigiremos que todas las teselas provengan de un conjunto finito
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P de prototeselas, es decir, todas las teselas son copias por traslacion (o
quizé algin otro movimiento rigido del plano) de un conjunto finito de teselas
modelo prefijadas.

I L

- -
(a) (b)

Figura 1: (a) Un mosaico del plano. (b) Un mosaico que no es cara con cara.

También es habitual decorar las aristas o vértices de teselas, de forma que
estas decoraciones fuercen cierto tipo de pegados y no otros. En cierta medida
éstas son como los machihembrados de los puzzles que todos conocemos.

1. Johannes Kepler: mosaicos y cristalografia

En 1609 Johannes Kepler era un respeta-
do cientifico dedicado a las investigaciones as-
tronémicas como Matematico Imperial en la
corte de Rodolfo II. Kepler, profundamente re-
ligioso, tratd de explicar el movimiento de los
astros mediante la geometria perfecta de esferas
y poliedros regulares. Atun asi, habia enunciado
sus dos primeras leyes sobre el movimiento de
los planetas (la tercera se harfa esperar nueve
anos). Sin duda la primera de ellas supuso una
ruptura con la tradicién aristotélica preponder-
ante en la Edad Media: «Todos los planetas se
desplazan alrededor del Sol describiendo drbitas Figura 2: Johannes Kepler.
elipticas, estando el Sol situado en uno de los
focosy. Este espiritu lo llevo a convertirse en una figura clave de la revolucion
cientifica, y también a escribir una pequena joya de la que hablaremos ahora.

En 1610 Kepler deseaba dedicar un libro a Johannes Matthdus Wackher
von Wackhenfels, un amigo suyo, como regalo de ano nuevo. Cierto dia,
mientras paseaba por las calles de Praga, comenzé a nevar. Kepler observo
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que los primeros copos que cayeron en su abrigo eran de forma hexagonal.
. Que motivo los habia llevado a esta forma? Esta cuestion era perfecta:

[-..] Aqui tenemos algo mds pequerio que cualquier gota, pero con
forma geométrica, aqui estd el regalo de Ano Nuevo perfecto para
un devoto de la Nada', lo mejor que un matemdtico puede ofrecer,

que no tiene nada y nada recibe, ya que proviene del Cielo y parece
una Estrella. [...]

Con esta premisa comienza Strena Seu De Nive Sexangula [5] (Regalo de
afio nuevo, sobre el copo de nieve de seis angulos). De nuevo, Kepler nos
muestra el poder de esa revoluciéon del pensamiento que se estaba produciendo
en el siglo XV. Analiza cuidadosamente posibles causas para este efecto,
usando ejemplos como los panales de miel como anélogos. Lo que le conduce
a preguntarse sobre el empaquetamiento de esferas?. Aduce que las causas
que forman los copos de nieve con su forma deben ser inherentes al vapor
de agua, y no causadas por un agente externo. Asi, el empaquetamiento de
las esfera de vapor produciria la forma del copo. Digdmoslo de otra manera,
el orden a niwel microscopico produce orden a nivel macroscopico. Como ve-
remos, esta misma idea la encontraremos maéas adelante, en el nacimiento de
la cristalografia. En cualquier caso Kepler reconoce que no puede resolver el
problema, y lo deja para los futuros quimicos.

En 1619, Kepler publica Harmonices Mundi, donde trata de explicar las
proporciones del mundo en términos de la musica, como ya lo hicieron Pita-
goras, Ptolomeo y otros. Quizas lo mas destacable de este volumen sea que
en él propugna su tercera ley (ley armoénica) sobre el movimiento de los pla-
netas. Pero Kepler creia que «las formas geométricas eran los modelos del
Creador para decorar todo el universos, asi que comienza este libro con unas
disquisiciones sobre poligonos y poliedros regulares, asi como otros poliedros
estrellados (solidos de Kepler). Ademas, en el segundo libro de Harmonices
Mundi aparece el primer tratado sisteméatico sobre los mosaicos del que se
tiene noticia. Veamos algunos de los mosaicos que conocia Kepler.

1.1. Mosaicos regulares

Los mosaicos requlares son los mas sencillos en los que podemos pensar.
Solo tienen una tesela modelo que es un poligono regular. Todos conocemos

1Se refiere a Wackher von Wackhenfels

2Un problema que atin los matematicos no se han puesto de acuerdo en si estd solu-
cionado o no. En 1998 Thomas Hales propuso una prueba en la que se usaba el ordenador
como elemento fundamental. Segtin parece los métodos de Hales no son suficientemente
rigurosos.



122 Un Paseo por la Geometria

tres ejemplos, usando tridngulos, cuadrados y hexégonos. ;Es posible cons-
truir otros? Resulta que no lo es, y ver que en efecto esto es asi es muy
sencillo. Si dibujamos pentidgonos adyacentes alrededor de un vértice, veremos
inmediatamente que s6lo podemos colocar 3, y que nos quedaria un hueco,
imposible de cubrir con pentagonos. Este es precisamente el argumento a
seguir: Si pudiésemos teselar el plano con un poligono regular de n lados,
alrededor de un vértice podriamos disponer k, poligonos. Entonces
n—2

360° = k,, - Angulo interno del poligono de n lados = k,, 180° :
n

Es decir, que podriamos colocar exactamente k,, = 2-"= poligonos de n lados.
Sabemos que para n = 3, 4 y 6 el valor de k, es entero, ya que podemos
teselar el plano (figura 3). Para el resto de los naturales n, el valor k, es
fraccionario. Asi ks = % y ky = %. Ahora bien, k, es mayor que k,.q1 y
k, > 2 para cualquier n. Como k; < 3, resulta que 2 < k, < 3 paran > 7.
Por lo que no es posible teselar el plano con ningtn poligono regular salvo

con tridngulos, cuadrados y hexagonos.

I

Figura 3: Los 1unicos tres mosaicos regulares.

1.2. Mosaicos uniformes

Otro tipo de mosaicos conocidos por Kepler son los uniformes. Un mosaico
uniforme es aquel cuyas losetas son poligonos regulares (no necesariamente
iguales) de forma que alrededor de cada vértice encontramos la misma con-
figuracion. Obviamente, los mosaicos regulares son uniformes. Tratemos de
encontrarlos todos. El argumento es similar al anterior, paro algo més largo.
Alrededor de un vértice se tienen k poligonos regulares. Este nimero ha de
ser menor o igual que 6, ya que el poligono regular de menor angulo interior



Embaldosando el plano 123

es el triAngulo. Obviamente, como antes no puede ser ni 1 ni 2. Por otro lado

la suma de sus angulos internos sera 360° = 1800(";—;2 +ot "’;’;2), luego
1 1 k—2 1 1
2=1—-——4 - 4l-— &= —=—+--+ —.
nq ng 2 ni ng

Haciendo variar k entre sus posibles valores (3, 4, 5 y 6) y con algo de
trabajo se pueden encontrar las 17 soluciones enteras de esta ecuacion. Algu-
nas de esas soluciones se pueden reordenar para producir diferentes motivos
alrededor de un vértice, de donde obtenemos las 21 posibles configuraciones
alrededor de un vértice:

& o O K

@ 3.3.3.3.6 3.3.6.6 3636 3446 3464

3.3.3.3.3 A/ R @ @
3.3.3.44 3.3.4.34 am

3.4.3.12 4444 3.3.4.12

k=6 k=5 k=4
3.7.42 3.9.18 3.8.24 3.10.15 3.12.12
4.5.20 4.6.12 4.8.8 5.5.10 6.6.6
k=3

Los motivos 3.3.6.6 y 3.6.3.6, por ejemplo, provienen de la misma solu-
cion de la ecuacion. Una vez que tenemos todas las posibles configuraciones
es sencillo ver cuales producen un mosaico uniforme o no. Si obviamos los
motivos que ya conocemos 3.3.3.3.3.3, 4.4.4.4 y 6.6.6, existen s6lo 8 mosaicos
uniformes del plano. Podemos verlos todos en la figura 4.
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| | |
3.3.3.3.6 3.3.3.4.4

3.3.4.34 3.4.6.4

A XX
A XX

3.6.3.6 3.12.12

4.6.12 4.8.8

Figura 4: Los ocho mosaicos uniformes del plano (obviando los regulares). La
notacién hace referencia a la configuracién alrededor de los vértices. Uno de los
mosaicos, 3.3.3.3.6, puede dibujarse de manera simétrica segin si disponemos los
poligonos en el sentido de las agujas del reloj o al contrario.
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1.3. La simetria pentagonal

Una simetria de un mosaico es un movimiento rigido del plano (una
isometria si se prefiere) que deja invariable el mosaico. Por ejemplo, en el
mosaico 4.4.4.4 formado por cuadrados de lado [, la traslacion dada por
el vector (0,1) es una simetria del plano. De la misma manera, los giros
centrados en el punto medio del cuadrado de grados 90°, 180° y 270° también
son simetrias del mismo. Nos centraremos ahora inicamente en los giros.

De los mosaicos que hemos visto hasta este momento, ;c6mo son sus giros
de simetria? Vamos a tratar de obtener todos las simetrias de giro del mosaico
4.4.4.4. Ya hemos mencionado que en el centro de cada tesela tenemos un
centro de giro.

Los vértices también lo son, con los mismo an-
gulos. Ademaés, los puntos medios de las aristas son
centros de giro de 180°. Si hiciésemos un estudio
similar para el resto de los mosaicos nos encon-
trariamos tnicamente con giros de

60°,90°,120°,180°, 210°, 240°, 270° y 300°.

Estos corresponden a centros de giro de ordenes 2,
3,4 v 6. ;Que ocurre con el 5 6 el 7 por ejemplo?
.Acaso no es posible encontrar un mosaico con un
giro orden 57 Si lo es, como nos muestra Kepler en
la ﬁgura d. Figura 5: Un mosaico

Aunque hay que notar una diferencia muy im- con simetria pentagonal.
portante de este mosaico con los demés. jEse centro Reproduccion de una de
de simetria pentagonal es unico! las paginas de [6].

Por lo que, a diferencia de todos los mosaicos
hasta ahora mostrados, no existe ninguna traslaciéon que lo deje invariante.
En otras palabras, ninguna simetria de este mosaico es una traslacion.

Estos estudios sobre mosaicos, como ya hemos dicho, fueron pioneros.
Pero no fueron muy apreciados ya que en algunas ediciones de Harmoni-
ces Mundi algunos de los diagramas fueron eliminados. Sin ir més lejos, el
mosaico de la figura 5, del que volveremos a hablar, aparece en la edicién
referenciada en [6], pero no asi en otra edicion que podemos hojear en la
Posner Memorial Collection?.

3http://posner.library.cmu.edu/Posner/
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2. Cristalografia y mosaicos del espacio

En 1665, Robert Hooke publicoé Micrographia |3] una obra de de dibujos
de imagenes al microscopio. Se recogian en este volumen iméagenes que nunca
antes se habian visto, lo que lo convirtié en un éxito no sélo cientifico, si no
que también comercial. En sus paginas podemos encontrar el dibujo de la
figura 6.

Schevir

T T

Figura 6: Reproduccion de uno de los dibujos de R. Hooke [3].

Existe una profusa explicaciéon del mismo:

[-..] que todas estas figuras regulares que son tan claramente dife-
rentes y curiosas, y hacerlo adornan y embellecen tal multitud de
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cuerpos, como ya he insinuado anteriormente, surgen solamente
de tres o cuatro posiciones o posturas diferentes de particulas glo-
bulares, y las mds claras, evidentes y necesarias de esas disposi-
ciones de tales particulas, a fin de que el supuesto de tal y tan
claras y evidentes causas, concurra en que las particulas coagu-
lantes necesariamente compongan un cuerpo de una determinada
figura regular, y no otra, [...]

Y esto lo he demostrado empiricamente mediante un conjunto de
balas, y algunos otros cuerpos muy simples]/...|

Asi volvemos a encontrarnos con la idea de que el orden microscopico produce
orden macroscopico. Pero no fue hasta comienzos del Siglo XIX cuando el
miner6logo francés René Just Haiiy demostrd que, en efecto, este es el caso:

«los cristales se formaban a partir de bloques que rellenaban el espacio.s

Ahora bien, ;Cémo modelar matematicamente ese orden interno?

En 1850, Auguste Bravais® publico
su trabajo Mémoire sur les systémes for-
més par des points distribués réguliere-
ment sur un plan ou dans l’espace en el
que formaliz6 matematicamente el estu-
dio de los cristales.

El objeto béasico es el de Redes de
Bravais: una red de Bravais (en el es-
pacio) no es mas que un reticulo

R = {’I’lel + Novy + N33 | n; € Z},

donde vy, v v v3 son tres vectores li- i 4 .
nealmente independientes. Los vectores Figura 7: Diwvision cibica del espacio.
v; son conocidos como vectores primiti- M.C. Escher, 1952. Un ejemplo de red
vos de la red de Bravais. La celda unidad de Bravais. © Cordon Art-Baarn-the
es el paralelepipedo generado por los vér- Netherlands. Todos los derechos reserva-
tices 0, v, Vg, V3, U1 + Vg, V1 + V3, U2 +v3 dos. Usado con permiso.

Yy U1 + U2 + V3.

Si observamos la Division cibica del espacio de M.C. Escher podemos ver
una red de Bravais.

4En 1835, Moritz Ludwig Frankenheim publicé Die Lehre von der Cohésion, adelantan-
dose a los trabajos de Auguste Bravais, presentando los reticulos como modelos geométricos
a los cristales. Lamentablemente incluyé modelos equivalentes como diferentes, lo que fue
corregido por A. Bravais.
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Podemos suponer que los vértices (cubos oscuros) estan en las posi-
ciones del reticulo entero Z3. Los vectores primitivos serfan (1,0,0), (0,1,0)
y (0,0,1). Ademas, la celda unidad no seria otra cosa que los cubos rodeados
por las aristas (espacios vacios).

De esta manera, con la red de Bravais y la distribucion de las particulas
en la celda unidad (el motivo) queda descrita la estructura cristalina:

o4 © o4 ©
©
) \xi\é@b ¢ + o4 — @)
Qe\é(b d d
o o [ ]
Red de Bravais Motivo Red cristalina

Si atendemos a las longitudes (relativas) de los vectores primitivos y los
angulos entre ellos podemos clasificar las redes de Bravais en 7 clases: cibicas,
tetragonales, monoclinicas, ortorombicas, triclinicas, romboédricas y hexago-
nales. Dentro de cada una de estas clases, los grupos de simetrias de la redes
son isomorfos, es decir, que tienen las “mismas” simetrias. Si anadimos los
diferentes tipos de motivos dentro de la celda elemental obtendremos las 14
clases de redes de Bravais de la figura 8. Las celdas que se consideran son sim-
ples (cuyo interior no tiene ningun punto aparte de los vértices), centradas
en las caras (con puntos reticulares en el centro de cada cara), centradas
(con un punto reticular en el centro) y centradas en dos caras (con puntos
reticulares en dos de sus caras opuestas).

3. Simetrias de redes y simetrias de cristales

Pensemos por un momento en redes de Bravais en el plano. Es posible
probar que solo existen cinco (figura 9). Pensemos en un hipotético ma-
terial cristalino bidimensional que tuviese dos particulas diferentes que se
encuentran dispuestas en una red cuadrada:

e o o o e O o O
e o o o G e O o
e o o o e O o O
e o o o G e 3 o

Red de Bravais Cristal
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Cubicas
[v1] = |v2| = |v1], 01,2 = 02,3 = 01,3 =90°
p
v3 v3 v3
v2 v2 v2
D
V1 V1 U1
Tetragonales Monoclinicas
[v1] = |v2| # |v1], [v1] = |va| = |v1],
01,2 =023 =013 =90° 01,2 # 023 = 01,3 = 90°
v3 v3 v3 U3
s s v2 v2
V1 V1 (%1 V1
Ortorémbicas

[v1] # |va| # |vs|, 61,2 =623 =013 =90°

v3 v3 v3 v3
Vo Vo Vo Vo
V1 V1 v1 v1
Triclinica Romboédrica Hexagonal
[v1] # |v2| # |vs], [v1] = [v2| = |vg], [v1] # |v2| # |vs],
01,2 # 02,3 # 61,3 # 90° 01,2 =023 = 01,3 # 90° 01,2 = 120°, 023 = 01,3 # 90°
v3 vs
(3 Vg Vg v3
v1 V1 1

Figura 8: Las 14 posibles redes de Bravais con sus celdas, clasificadas segun las
simetrias de la red formada por los vectores primitivos. El simbolo 0; ; denota el
dngulo entre las aristas v; y v;.

iSon las simetrias del cristal las mismas que las de la red de Bravais?
Es facil ver que no. Las simetrias de la red de Bravais son mas numerosas,
ya que no tienen en cuenta las diferencias entre vértices. |Sin ir mas lejos
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los vectores primitivos de la red no generan simetrias del cristal! Asi pues,
pueden existir otros grupos de simetrias, y no solo los asociados a las redes
de Bravais. Entonces, los cristales o mosaicos pueden presentar otros grupos
de simetrias. ;Cuantas formas esencialmente diferentes hay de construir mo-
saicos del espacio? Es decir, ;cuantos grupos de simetria pueden tener los
cristales?

vl " v Le v2 Le g bl N
U1 ¢ U1 ¢ U1 ¢ U1 ¢ V1 ¢
[v1] # vz [v1] = |ve] 1] # [va] [v1] = vz [u1] # [va]

0 # 90° 6 = 90° 6 = 90° 6 = 60° 0 = 90°

Figura 9: Los cinco tipos de redes de Bravais del plano: oblicuo, cuadrado,
rectangular, hexagonal, rectangular centrado. La celda elemental es la region
sombreada.

Tuvieron que pasar 50 anos desde los trabajos de Bravais, hasta que se
dio con la respuesta ha esta pregunta. Este resultado lo descubrieron inde-
pendientemente Yevgraf Stepanovich Fyodorov y Arthur Moritz Schonflies
en 1891.

Figura 10: Yevgraf Stepanovich Fyodorov y Arthur Moritz Schénflies.

Teorema de Fyodorov-Schénflies. Existen 230 grupos de simetrias de cristales
(0 mosaicos tridimensionales). En dos dimensiones existen exactamente 17 de estos
grupos.

Estos grupos se denominan cristalogrdficos. Un corolario de estos resulta-
dos es la conocida restriccion cristalogrifica:
Restriccion cristalografica. Los giros de simetria de un mosaico o cristal
(en dimension 2 ¢ 3) sélo pueden ser de

60°,90°, 120°,180°, 210°, 240°, 270° y 300°. (RC)
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Mads ain, todos los dngulos de giro han de ser miltiplos del de menor dngulo.
De esto se desprende un interesante corolario
«No existen mosaicos o cristales con simetria pentagonaly,
ya que un objeto peridédico no puede tener como giros de simetria aquellos

de angulos multiplo de 72°.

4. Cristales y mosaicos del plano

Con la clasificacion de todos los posibles grupos de simetrias de los cris-
tales, los cristalografos contaban con unas herramientas matemaéticas muy
utiles. Aun asi, 230 posibles grupos de simetria es un nimero relativamente
grande, sobretodo si pretendemos recordar todos ellos.

Figura 11: Max von Laue, junto a un diagrama de difraccién, en un sello aleman.

Pocos anos después, en 1885, el fisico Wilhelm Conrad Rontgen descubrio
los Rayos X, un tipo desconocido de radiacion (en 1901 recibi6 el Premio
Nobel por este descubrimiento). A pesar de que se desconocia la naturaleza
de estos rayos, se suponia que era una radiacion electromagnética, en otras pa-
labras, una forma de luz. De hecho, una luz con longitud de onda muy corta.
Esto fue lo que llevé a Max von Laue a pensar que se produciria un fenémeno
de difraccién con los a&tomos de un cristal. Asi que tomo una fuente de rayos
X y bombarde6 un material cristalino. Cada atomo del cristal, al recibir los
rayos X, los vuelve a emitir en todas direcciones. Los rayos emitidos por los
diferentes 4tomos estaran en fase en algunas direcciones (las intensidades se
suman) o desfasadas (en cuyo se compensan). La simetria traslacional implica
que los rayos X, al llegar a la pelicula fotografica, produzcan puntos de luz
bien definidos (picos de Bragg). Esa imagen que se obtiene es lo que se conoce
como patron de difraccion.
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e, @

Figura 12: Esquema del experimento de von Laue

De esta manera von Laue prob6 que los rayos X son efectivamente una
forma de luz. En 1912 publicé los resultados de este experimento y la formu-
lacion matematica del mismo. Dos anos mas tarde le concedieron el Premio
Nobel por este descubrimiento. Habia nacido la cristalografia de rayos X, una
técnica que se ha convertido en fundamental para el estudio de la estructura
intima de los cristales.

Los patrones de difraccion representan el orden interno del cristal. Po-
driamos decir que son una huella dactilar de los mismos, tanto es asi que es
posible reconstruir la estructura del cristal a partir de la posicién e intensidad
de los picos de Bragg. Asi, el problema tridimensional se puede simplificar
y basta estudiar patrones de difracciéon. Estos pueden considerarse como los
centros de las teselas de un mosaico del plano. En resumen, la cristalografia
de rayos X permitié reducir, de cierta manera, el estudio de los mosaicos
del plano. Tienen ademés otra peculiaridad, son siempre centrosimétricos,
incluso si el cristal no tiene una simetria tal. Ademés la restriccion cristalo-
grafica aplica en este centro de simetria, es decir, los giros de ese centro de
simetria deben de pertenecer al conjunto (RC). Asi que, como con las otras
estructuras que hemos estudiado. . .

«Los patrones de difraccion tampoco pueden tener simetria pentagonaly

5. Aperiodicidad

Observemos otra vez el mosaico de Kepler de la figura 5. Como ya hemos
mencionado no es periddico, es decir, da igual que vector consideremos, al
trasladarlo por ¢l no coincidird con el mosaico original. Por otro lado, es
posible reordenar las teselas de manera que el mosaico que se obtenga sea
periodico, como en la figura 13. Esto mismo ocurria con todos los mosaicos
conocidos (al menos a principios de los 60). En otras palabras, no se conocia
ningtn conjunto de teselas aperiodico (i.e., que todos los mosaicos formados
con estas teselas son aperiodicos). De hecho, se creia que esto era general,
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debido a una idea que flotaba en el ambiente: «lo ordenado es periddico».
Fue esta idea la que llevo a la correcta decision de modelar los cristales como
redes periodicas, y parecia la hipotesis mas razonable.

:00:00:00:00;
.. ..... ..... ...'. .....*'.'

Figura 14: Hao Wang y Roger Penrose.

En 1961 Hao Wang, un logico de origen chino, estaba interesado en un
cierto tipo de mosaicos cuyas teselas son cuadrados de lados coloreados. Para
cubrir el plano, los lados adyacentes de los cuadrados deben ser del mismo
color. Estos cuadrados se conocen como teselas o dominos de Wang.

X 4 g DX
X D)4

Figura 15: 13 dominos de Wang que teselan el plano sélo de manera aperiédica
(debidos a K. Culik).
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En la figura 15 pueden verse 13 de estas teselas. ;Coémo saber si un con-
junto finito de teselas cubren el plano o no? Esta es una pregunta natural,
pero dificil de contestar. H. Wang propuso un algoritmo que comprobaba si
un conjunto finito cualquiera de estos dominods cubria el plano o no. En la
prueba de que en efecto su algoritmo daba con la respuesta®, usaba un hecho
no probado:

Conjetura de Wang. Si un conjunto de dominés de Wang tesela el plano
(periodica o aperiodicamente) habra alguna forma de hacerlo periodicamente.

Asi pues, para decidir si un conjunto de teselas de Wang cubre el plano,
bastaria con encontrar una configuracion finita de ellas que por traslacion
cubra el plano. Pocos anos més tarde, en 1964, se comprob6 que la conjetura
era falsa. Fue un alumno de propio Wang, Robert Berger, quien encontro
un contraejemplo: jun conjunto de 20426 teselas de Wang que sdlo teselaban
el plano de manera aperiddica! Se habia construido el primer ejemplo de
conjunto de teselas aperiddico. Tras este primer ejemplo aparecieron muchos
otros, cada vez con menos teselas.

“
i

(c

(f)
Figura 16: La construccién de los mosaicos de Penrose.

En 1974, el mateméatico-fisico Sir Roger Penrose propuso un nuevo con-

junto de teselas aperiodicas de tan solo dos elementos. Veamos como los
construyé [7]:

[-..] Todo comienza con la observacidn de que un pentdgono re-
gular puede dividirse en 6 mds pequenos, dejando 5 huecos de
forma triangular (figura 16a). Imaginemos ahora que este pro-
ceso se repite un gran numero de veces, donde en cada paso

5En este caso se debia probar que el algoritmo siempre se detenia (es decir, que no se
ejecutaba indefinidamente sin responder nada) y que daba la respuesta correcta.
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los pentdgonos se dividen de acuerdo con el esquema de la figu-
ra 16a. Aparecerdn entonces agujeros de diversas formas y de-
seamos cubrirlos con las figuras mds adecuadas. En el sequndo
paso, los huecos que aparecerdn tendrdn forma de diamante (figu-
ra 160). En el tercero, a estos diamantes les crecen “espinas”, pero
es posible incluir en estos “diamante espinado” un pentdagono, de
forma que el agujero queda dividido en una estrella (pentagrama)
y en un “barco de papel” (figura 16d). En el siguiente paso, a la
estrella y al barco también les crecen “espinas”, y como antes, es
posible colocar pentdgonos en ellos, estando el espacio restante
formado por estrellas y barcos (como los de antes). Estas subdi-
visiones pueden verse en las figuras 16e y f.

Como no se introducen figuras nuevas en los pasos siguientes,
podemos continuar con este proceso de manera infinita. En cada
paso, la escala de las figuras puede aumentarse de manera que los
nuevos pentdgonos que aparecen sean del mismo tamano de los
del paso anterior. [...]

L o T e &

Figura 17: Las seis losetas aperiodicas de Penrose.

Si observamos los mosaicos que asi se obtienen, vemos que jes el mosaico
de Kepler (figura 5), pero en el que se han subdividido los deciagonos! Ahora
bien, anadiendo lengiietas y ranuras a las cuatro piezas elementales (penté-
gono, diamante, pentagrama y barco) podemos obtener las 6 teselas de la
figura 17 que realmente teselan el plano tinicamente de manera aperiédica.

()
Figura 18: La divisién de los mosaicos de Penrose y las losetas obtenidas.
Imégenes de la patente en Estados Unidos 4,133,152.
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Pero no solo eso, R. Penrose dividi6 inteligentemente sus losetas para
obtener unicamente dos que teselan el plano solo de manera aperiodica (figura
18a). Estas losetas son las famosas Dardo y Cometa que pueden verse en
las figuras 18b y c. Puede apreciarse ahi que es posible anadir lengiietas y
muescas para evitar que las losetas se dispongan periédicamente.

Sin duda, este ejemplo es el mas conocido de los conjuntos de teselas
aperiodicos. Fue el primer conjunto de losetas aperiodicas con un nimero
tan bajo de elementos, tan sélo dos. De hecho, atin no se a podido encontrar
ningin ejemplo de conjunto aperidédico de teselas con una tnica tesela o
demostrar que no puede existir una tesela tal.

Ademés de esto, posee propiedades muy interesantes. De entre ellas pode-
mos destacar que todos los mosaicos formados con el dardo y la cometa com-
parten los mismos motivos finitos. Es decir, si fijamos un mosaico cualquiera®
y dentro de ese mosaico tomamos un motivo finito cualquiera de él, esa region
finita la podemos encontrar en cualquier otro mosaico formado con estas tese-
las. De hecho, encontraremos ese motivo infinitas veces y cerca de cualquier
punto del plano. En resumidas cuentas

«No podemos distinguir dos mosaicos de Penrose mediante motivos finitoss

En particular, cualquier motivo de un mosaico de Penrose se puede encontrar
“cerca” de cualquier lugar del mismo mosaico.

Por otro lado, en la figura 16c vemos que existe un cierto orden. Este
mismo orden se encuentra en todos los mosaicos de Penrose, precisamente
por lo que acabamos de decir. De manera que los mosaicos de Penrose nos
muestran que “el orden no tiene por qué ser periédico”.

6. Casicristales

Segun la cristalografia béasica existian dos tipos de materiales: periddicos
(cristales) y los amorfos. Asi, los mosaicos aperiodicos como el de Penrose no
presentaban demasiado interés. De hecho, estos eran més del interés de las
matematicas recreativas.

Esto cambi6 a partir de un asombroso descubrimiento: en 1982 los in-
vestigadores D. Schechtman, I. Blech, D. Gratias y J.W. Cahn crearon un
material que rompia con las ideas anteriores. Segtin publicaron dos anos mas
tarde en [8]:

Hemos observado un sélido metdlico (Al-al 14 %-Mn) con orden

5Formado con el dardo y la cometa 6 con las losetas de la figura 17, ya que son equiva-
lentes.
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y orientacion de largo alcance’, pero con simetria puntual icosaé-
drica, que es inconsistente con las traslaciones de un reticulo. Sus
picos de Bragg estdn bien definidos como los de los cristales, pero
no puede modelarse mediante ninguna red de Bravais.

Figura 19: (a) El patron de difraccién de un material casicristalino. (b) Un grano
de casicristal sintetizado por el grupo de I.R. Fisher (obsérvese la forma
dodecaédrica).

Si no podemos modelarlo como una red de Bravais, ;que podemos hacer?
La estructura atéomica de este nuevo material es, por asi decirlo, un analogo
a la estructura de los mosaicos de Penrose. Esto ha llevado un tema de
matematicas recreativas (los mosaicos de Penrose) a las revistas cientificas y
ha abierto un campo de investigacién en matematicas, fisica y quimica.
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