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regla ni compas
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La geometria posee dos grandes tesoros: uno es el teorema de Pitagoras;
el otro, la divisién de una linea entre la proporcién media y extrema.
Al primero podemos compararlo con una medida de oro; al segundo
podemos denominarlo una preciosa joya. J. Kepler

Se dice que la geometria es el arte de razonar bien sobre figuras falsas.
M. Chasles

1. Introduccién

Es sabido que el origen de la matemética se encuentra en la geometria y den-
tro de la geometria recreativa, los problemas més antiguos son precisamente
los problemas de diseccion. También es muy conocido el hecho de que las
construcciones geométricas griegas se hacian tiinicamente con regla y compas.
Algunos intentos de comprender por qué estas herramientas eran las tinicas
validas son los siguientes:

e Las curvas geométricas mas simples son la recta y la circunferencia y
los instrumentos mas simples para su construccion son la regla y el compaés.

e Para Platon, toda representacion de una circunferencia no es méas que
el resultado imperfecto de la circunferencia ideal. Por tanto, todos los instru-
mentos de medida son imperfectos, salvo la regla y el compés.
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60 Un Paseo por la Geometria

e El trabajo de Euclides contenia resultados dificiles de creer. Por eso las
figuras precisas formaban parte de la demostracion y los instrumentos mas
fiables eran la regla y el compas.

Hoy presentaremos algunos problemas de diseccién que contengan algin com-
ponente de apariencia paraddjica, o puzzles geométricos cuya comprension
involucre propiedades matemaéticas diversas. Precisamente, al no usar la regla
y el compés a veces dard origen a figuras imperfectas que nos llevaran a con-
clusiones erréneas.

No vamos a proponer verdaderas paradojas, las cuales han sido muy im-
portantes en el avance de las matemaéticas, sino simples falacias, errores de
razonamiento, menos importantes pero también interesantes por su compo-
nente pedagogica. ;Cudl es la diferencia entre ambos conceptos? La daremos
segin su definicion etimologica.

e Paradoja (para = contra, dozo = opinién): conclusion contradictoria
que se llega mediante razonamientos correctos.

e Falacia (fallere = enganar): razonamiento aparentemente correcto que
conduce a una conclusion falsa.

2. Puzzles geométricos

Empezaremos describiendo algunos puzzles geométricos cldsicos méas o menos
populares en la actualidad.

2.1 Stomachion

El puzzle geométrico mas antiguo del que se tiene noticia es el llamado
“Stomachion”, que fue utilizado por Arquimedes (-287,-212) para escribir
un tratado de combinatoria.
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Las piezas del puzzle y i
12

sus dimensiones son las
indicadas en las figuras
siguientes.

Hoy en dia se sabe que existen 536 soluciones diferentes (encontradas por
Bill Cutler el 31-10-2003, justo a tiempo para ganar un premio por ello).
Curiosamente, con todas las piezas se pueden construir los cinco tetrominos
pero también diversas figuras geométricas, como las siguientes.



Construcciones geométricas sin regla ni compas

0

Tridnguio Trapezoide Trapacio
Trapecio rectangulo Trapecia isdsceles Romboida
Rombo Pentdgono Hexdgono

Es también notable la cantidad de figuras
no geométricas que pueden formarse con las
piezas del Stomachion, como se muestra a
continuacion.

Para més informacion sobre el Stomachion,
recomendamos la lectura del libro [12| FEI
codigo de Arquimedes, de R. Netz y W. Noel.

2.2 Tangram

61

No se sabe con certeza el origen de este tradicional juego tan conocido en
nuestros dias. Una de las versiones mas creibles sugiere que el origen del nom-
bre proviene de los términos cantoneses “Tang = chino” y “gram = grafico”,

para indicar la procedencia oriental del juego.

El juego consta de siete piezas que forman un
cuadrado, como se ilustra en la imagen adjunta.

El puzzle permite construir una gran cantidad de
iméagenes, algunas de ellas geométricas, pero se
sabe que so6lo pueden construirse 13 poligonos con-

Vexos.

Dentro del tema que nos ocupa, existen varios
pares de figuras muy parecidas, construidas uti-
lizando todas las piezas del tangram y en las que
aparentemente la tnica diferencia entre ellas con-
siste en que a una le falta una pieza. Se atribuye al
gran divulgador de las matematicas Henry Du-
deney la aparente paradoja que mostramos a con-
tinuacion.
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Ambas figuras, que representan a un monje chino,
se construyen con todas las piezas pero a la se-
gunda le faltan los pies. La solucion a tal paradoja
es evidente: las dimensiones de ambas figuras son
diferentes. Las figuras siguientes muestran su cons-
truccion.

v Entre la multitud de “parado-

jas” similares a la anterior, desta-
camos la siguiente: con todas
las piezas puede construirse un

cuadrado completo y un cuadrado
‘ con un hueco triangular. Las figu-
ras adjuntas muestran el proble-
ma y su solucién.

Como curiosidad, citaremos que el teo-
rema de Pitagoras para el triangulo
equilatero e isoésceles puede demostrarse
también mediante el tangram. La de-
mostracion, sin palabras, se muestra en la
figura siguiente.

Mas sorprendente es la siguiente construccion: si anadimos a las siete piezas
del tangram otras dos como se muestra en la figura, se pueden construir dos
rectangulos de las mismas dimensiones, pero con un hueco cuadrado en uno
de ellos.
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3. Errores en las demostraciones geométricas

Proponemos en esta seccion algunos resultados obviamente erréneos en los
cuales invitamos al lector a descubrir el razonamiento falso que se ha deslizado
en la demostracion. Estos y otros resultados pueden encontrarse en el libro
|3] Lapses in mathematical reasoning, de V. Bradis et al.

Teorema 3.1. Todo tridngulo es isosceles.

Demostracion

A partir de la figura adjunta, trazamos C'E = bi-
sectriz de C', OF = mediatriz de AB, FF1AC y
EGL1BC.

Asi CFE = CGE porque CFE = C@, FCE =
GCE y C'E es la hipotenusa comin.

Entonces CF = CG vy FF = EG.

También EFA = EGB porque EF = EG, EA = EB y AFE = BGE =
7/2. Entonces FFA = GB.

En definitiva CA = C'B, es decir, el tridngulo es isésceles. |

Teorema 3.2. Un dngulo recto es igual a un dngulo obtuso.

Demostracion
Dado el rectangulo ABCD de la figura, trazamos P — E
BE = BC, PG mediatriz de AB y PF mediatriz de
DE. Por tanto, PA = PB y PD = PFE. Con estos
datos, es evidente que los tridangulos PAD y PEB A G
son congruentes. Por tanto, PAD = PBE. Como
también PAB = P/B\A, entonces el angulo (recto)

BAD coincide con el angulo (obtuso) ABE. ] M

Teorema 3.3. Desde un punto se pueden trazar dos perpendiculares a una
misma recta.

Demostracion A

Sean A y B los puntos de interseccion de dos cir-
cunferencias, AC' y AD los didmetros respectivos /

y M y N los puntos donde C'D corta a las circun- c NSO
ferencias. WD

Los angulos AMC' y AN D son rectos por estar inscritos en una semicircun-

ferencia. Esto quiere decir que AN y AM son perpendiculares (distintas) a
CD. |
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Concluimos la seccién con un problema que tiene soluciones distintas segin
el método que apliquemos para resolverlo.

Problema. Calcular el drea del bonete de la figura.

e Primer método: Area del trapecio ACDE =
8+6 . 5 — 35

22 ’

Area del triangulo ABC = &3 = 12.

Area del bonete = 35 — 1

e Segundo método: Area del triangulo ADE = 85 = 15.
Area del triangulo CDE = % = 15.

Area del triangulo BDE = &2 = 6.

Area del bonete = 154 15 — 6 = 24.

Una solucidén correcta a la vez que original se ob-
tiene utilizando el teorema de Pick, que enuncia-
remos posteriormente. Basta contar el nimero
de puntos con ambas coordenadas enteras en el
interior y en el borde de la figura.

P 8
Como hay 19 puntos en el interior y 10 puntos en la frontera, la formula de
Pick afirma que:  Area del bonete = 19 +10/2 — 1 = 23.

4. Paradojas numéricas

Diversos procedimientos geométricos que contienen errores bien disimula-
dos en el razonamiento, producen resultados numéricos incorrectos, como
mostramos en los siguientes ejemplos.

4.1. 9 =10

Paradoja de las lineas. En una hoja de papel se dibujan diez lineas para-
lelas, como en la figura de la izquierda; se recorta la hoja por la diagonal y
se desplaza la mitad superior como indica la figura de la derecha.

LPor qué ahora s6lo hay
nueve lineas? ;Donde es-
ta la décima?

Este problema aparece en el libro [10] Rational Recreations, in which the
principles of numbers and natural philosophy are clearly and copiously eluci-
dated, by a series of easy,entertaining, interesting experiments, de W. Hoo-
per, publicado en 1774. En el libro se plantea, utilizando el método anterior,
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la posibilidad de cortar nueve billetes en dieciocho partes de forma que, al
recomponerlos adecuadamente, se formen diez billetes.

4.2. 32 = 31.5

En el tablero de ajedrez de la
izquierda se recorta por la diago-
nal marcada y se desplaza la mi-
tad superior como se ilustra en la
figura de la derecha.

El triAngulo que sobresale en el extremo inferior derecho se traslada al ex-
tremo superior izquierdo. Si el tablero original tenia 8 X 8 = 64 cuadros,
ahora soélo tiene 9 x 7 = 63 cuadros. Se ha perdido medio cuadro de cada
color. La explicaciéon es simple: la linea de corte no es la diagonal del cuadra-
do, de modo que no divide cada cuadro en dos partes iguales. La altura del
rectangulo de la derecha es 9%.

Este problema aparece en el libro [6] Amusements in Mathematics, de Henry
Dudeney.

4.3. iDESAPARECIDOS!

Muchos ejemplos de disecciones paradojicas se relacionan con figuras no geo-
métricas. Aqui nos limitaremos a mostrar dos situaciones bastante represen-
tativas de las demas.

Un modelo muy popular es el disenado por Pat Patterson, titulado “Vanishing
Leprechaun”, que mostramos a continuacion.

El siguiente ejemplo con-
tiene una doble con-
tradicciéon. En los dos
dibujos siguientes hay 13
velas.
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Sin embargo, el de la izquierda tiene 7 velas rojas y el de la derecha sélo 6. Se
puede observar que, en todos los casos, los elementos en cada secciéon movil
son numeros primos entre si.

Mas ejemplos de este tipo e informacion adicional se encuentran en [8] Ma-
thematics, Magic and Mystery, de Martin Gardner.

4.4. 30 = 32

Se conoce con el nombre de paradoja de Hooper a la siguiente construccion:
El rectangulo de la figura se construye # [
uniendo las piezas A, B, C y D. Es evi- —

dente que el area de dicho rectangulo ‘ T

es 3 x 10 = 30 unidades. :

Sin embargo, si intercambiamos las

piezas C y D, la figura que resulta tiene =

area 20 + 12 unidades. ;En qué mo- =t

mento ha cambiado el area? 1

Para explicar este fendémeno, debemos calcular de forma exacta las dimen-
siones de cada pieza. La verdadera construccion es la siguiente:

La figura de la derecha tiene altura menor de la supuesta. Ha quedado disi-
mulado un rectadngulo de base 10 y altura 0,2 unidades.

Un poco de historia

e Martin Gardner atribuye la paradoja a W. Hooper en el volumen
4 de la cuarta edicion (de 1794) de Rational Recreations. El enunciado de
Hooper contiene una errata.

e Sin embargo, Douglas Rogers afirma que la primera aparicion del
puzzle se encuentra en Nouvelles récréations physiques et mathématiques de
Edmé Gilles Guyot. El error de la primera ediciéon fue corregido en la
segunda (aparecido atn antes que el de Hooper).

e Sebastiano Serlio (1475-1554) transformé un rectangulo 3 x 10 en dos
rectangulos 4 x 7+ 1 x 3, tratando de convertir un rectangulo en otro, sin
observar que tenfan areas distintas.
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Puedes encontrar una informacion mas detallada en el libro [7] Dissections:
plane and fancy, de G. Frederickson.

4.5. 63 = 64 — 65

Una de las primeras construcciones donde distintas colocaciones de las piezas
de un cuadrado producen figuras con area aparentemente distinta aparece en
[12| Cyclopedia of 5000 Puzzles, Tricks and Conundrums, de S. Loyd (1868).
Observa las figuras siguientes: el rectdngulo de la izquierda tiene area 65 =
5 x 13; sin embargo, las mismas piezas pueden reagruparse para formar el
cuadrado central que tiene drea 8 x 8 = 64. Una nueva disposicién permite
formar la figura de la derecha cuya area es 63.

Sx 83=~64

En este caso, la explicacién se en-
cuentra en que las dimensiones de las
piezas no permiten encajar exacta-
mente en el rectangulo de la izquier-
da. Una figura méas precisa seria la
siguiente:

A

Jc

Podemos observar que se forma un hueco casi imperceptible con forma de
cuadrilatero ABCD muy alargado. Como las cuatro piezas forman un cuadra-
do de area 64, es claro que el area de dicho cuadrilatero es uno. Ahora bien,
icomo calcular dicha area?

Nuevamente apelamos al teorema de Pick, demostrado en 1899, y que enun-
ciamos a continuacion.

Teorema de Pick. Sea P un poligono simple (es decir, sus lados no se
cortan) cuyos vértices son puntos de un reticulo (es decir puntos con ambas
coordenadas enteras). Si llamamos I(P) al nimero de puntos del reticulo en
el interior de P, F(P) al nimero de puntos del reticulo en la frontera de P
y A(P) al drea del poligono, entonces
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Puedes leer distintas demostraciones y aplicaciones del teorema en diversos
lugares. Citaremos simplemente dos paginas web y un libro:

e http://www.cut-the-knot.org/ctk/Pick__proof.shtml, de A. Bogo-
molny.

e hittp://www.amc.edu.mz/laciencia/pick.htm, de C. Bosch.

e [1] El libro de las demostraciones, de M. Aigner y G. Ziegler.

4.6. 168 = 169 = 170

En 1868, Oskar Schlomilch publicé la generalizacion de esta paradoja a
figuras cuyas dimensiones estan relacionadas con la sucesion de Fibonacci.
Si observamos las siguientes figuras, resulta que el rectangulo de la izquierda
tiene area 8 x 21 = 168, el cuadrado central tiene drea 13 x 13 = 169 y la
figura derecha tiene area 170.

J/
R R O S G
L L]
]
=i
demars
e 4
__E_ 3
bt
821 =168 13-13 =169 2:8:1042:5=170

Las dimensiones de las piezas corresponden a elementos consecutivos de la
sucesion de Fibonacci {F), }n>0, que se define por

Fo=0, Fi =1, F,=F, 1+ F,_o,

y cuyos primeros términos son:  0,1,1,2,3,5,8,13,21,....

Un cuadrado de area (F),)? se divide en cuatro regiones de modo que, al
recomponerlas, se puede obtener el rectangulo de area F,,_1 X Fj, 1.

Este hecho es debido a la identidad de Cassini (1680):

(Fn>2 — Ip1 X Fn-l—l = (_1)71—1‘ (1>
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En todos los casos el error absoluto es siempre el mismo; sin embargo, para
n suficientemente grande, el error relativo es casi nulo y, a simple vista, no
puede observarse que las piezas no ajustan exactamente.

Proponemos a continuacion algunos problemas relacionados con estas cons-
trucciones, los cuales pueden consultarse en 9] Gnomon from pharaohs to
fractals, de M. Gazalé. En vista de la argumentacion anterior, no puede
sorprender que la constante durea ¢ esté involucrada en las soluciones.

Problema 1. Calcular las dimensiones de AE = GH B S
del cuadrado ABCD de la figura para que las piezas
puedan reagruparse y formar un rectingulo con la
misma drea que el cuadrado original.

Solucion: EB/AE = ¢. A

&

E

Problema 2 (Charles Dodgson). Caracterizar las posibles dimensiones de
las piezas del cuadrado para que, al reconstruirse, se forme un rectdngulo
cuya drea sea (aparentemente) una unidad mayor.

4.7. Triangulos de Curry

Figuras triangulares permiten también construir ejemplos paraddjicos. Se
atribuye su creacion al mago Paul Curry en 1953, con el ejemplo de las
figuras.

o ey oy
{ I O N R O |
i e el bl i o

Como se observa, basta intercambiar los tridngulos para que se alteren las
dimensiones de los rectangulos. En la figura de la izquierda se obtiene un
rectangulo de area 5 x 3 = 15, pero la figura de la derecha contiene un
rectangulo de area 8 x 2 = 16.

Explicacién: las hipotenusas de los tridngulos no son paralelas, de modo que
la figura de la izquierda es concava mientras que la de la derecha es convexa.
Basado en esta idea, Martin Gardner construyo el puzzle que mostramos
en las figuras siguientes. Recortd el rectiangulo en dos piezas que pueden
recomponerse de dos formas distintas, pero donde una de ellas deja un hueco.
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Relaciéon con la sucesién de Fibonacci

Algunas propiedades notables de la sucesion de Fibonacci son las siguientes:
e Identidad de Catalan (1814-1894): F? — F,,,,. - F,,_, = (=1)"" - F2
Si r = 1, se obtiene la identidad de Cassini (1).

e Identidad de d’Ocagne (1862-1938): Fy1-Fr—Fp-Frp1 = (= 1) Fppy .
Sim=n+ 2, F, X F,,_3—F,,_ s X F, ;= (_1)n.

Jdd e

e

Teniendo en cuenta esta tltima for-
mula, basta construir dos rectan-
gulos cuyas dimensiones sean F), X
F, sy F,_oxF,_ 1, respectivamente,
y formar con ellos dos tridngulos
rectangulos de catetos Fj,_3, Fj,
y F,_o, F,, respectivamente. Los
tridngulos grandes son, aparente-
mente, iguales pero los rectangulos
tienen areas diferentes. Otro ejem-
plo, con los términos 3,5, 8,13, nos
lleva a las figuras siguientes:

1.'.-' [ —
| 5 o
o v

4.8. 88 = 89 =90 =91

En un rectdngulo de dimensiones 20 x 9 se recortan cuatro tridngulos y se
disponen de cuatro formas diferentes. Las regiones sobrantes tienen distintas
areas (idea original de Noam Elkies):

Explicacién: los triAngulos rectangulos no son semejantes, de modo que las
hipotenusas no encajan perfectamente, lo que origina una pequena variacion
en las dimensiones de las figuras que forman.
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Para disimular mas atn la construccién, puede hacerse un puzzle recortando
cada rectangulo en dos piezas. Las distintas disposiciones conducen a los
siguientes rectangulos, donde aparecen distintos huecos en cada uno de ellos.

4.9. Paradoja de John Sharp

En el articulo 14| Fraudulent dissection puzzles - a tour of the mathematics
of bamboozlement, de J. Sharp, aparece otra “paradoja” descomponiendo un
cuadrado en tan soélo tres piezas.

El cuadrado de la izquierda se recorta en tres piezas y se recompone formando
el rectangulo de la derecha. Sin embargo las areas son diferentes.

Las dimensiones de las secciones pueden ser cualesquiera tres ntmeros con-
secutivos de la sucesion de Fibonacci. El ejemplo anterior esta formado con
los términos 5 — 8 — 13 y, a continuacién, mostramos un ejemplo con los
términos 8 — 13 — 21:
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Observemos en la figura siguiente
donde estd el error. Se forma un
cuadrilatero muy estrecho cuya area es
la diferencia entre las areas de ambas
figuras.

4.10 Cuadrados crecientes

El interesante articulo [5] Polly’s flagstones, de S. Coffin, aparecido en el
libro [2] homenaje a Martin Gardner The mathemagician and Pied Puzzler
muestra otro ejemplo de apariencia paraddjica. Consideremos un cuadrado
cualquiera el cual recortamos en cuatro piezas mediante dos cortes perpen-
diculares pasando por el centro del cuadrado.

Si reconstruimos el cuadrado re-
ordenando las piezas como en
la figura, se forma un hueco en
el centro. Aparentemente se ha
modificado el area del cuadrado.

Como es facil deducir, en rea-
lidad el segundo cuadrado es
mayor que el primero. El ligero
aumento del lado del cuadrado
se compensa con la apariciéon del
cuadrado central.

Puede lograrse la ilusion de que los cuadrados son iguales dibujando en ambos
lados del cuadrado original un mismo dibujo; de este modo, no se distinguira
la diferencia de dimensiones.

Con figuras rectangulares
aumenta el namero de
posibles disposiciones de las
piezas y podemos formar
cuatro rectangulos, cuyos
huecos centrales tengan
dimensiones distintas. Un
interesante problema con-
siste en averiguar co6mo
debe recortarse el rec-
tangulo para que puedan
obtenerse las demas confi-
guraciones.
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Cuadrados crecientes y teorema de Pitagoras

Una aplicacion (esta vez no erronea) del ejemplo anterior permite establecer
una demostracion grafica del teorema de Pitdgoras. Dicha prueba fue descu-
bierta por el mateméatico aficionado Henry Perigal en 1874 y consiste en
la siguiente construccion:

Se dibujan sendos cuadrados sobre los cate-
tos del tridngulo rectdngulo y se recorta el de
mayor lado en cuatro partes iguales, trazando
desde el centro del cuadrado una recta parale-
la y otra perpendicular a la hipotenusa. Estas
piezas, junto con el cuadrado de lado el cateto
menor, se trasladan como se muestra en la figura
para formar el cuadrado de lado la hipotenusa
del tridngulo.

Esta idea ha sido aprovechada por B. Casselman
en el articulo [4] On the dissecting table, para cons-
truir los llamados embaldosados pitagoricos, forma-
dos por baldosas cuadradas con las dimensiones de
los catetos de un tridangulo rectangulo. Se puede ver
en el dibujo siguiente que la suma de las areas de ca-
da pareja de baldosas es igual al area del cuadrado
cuyo lado es la hipotenusa del tridngulo.

4.11. Rectangulos de Langman

Como tultimo ejemplo de construcciones geométricas “paraddjicas”’, mostra-
remos la contenida en el articulo [11] Play Mathematics, de H. Langman.

La figura izquierda tiene area 8 x 13 = 104 y la derecha tiene area 5x21 = 105.
Se puede observar que las dimensiones corresponden a términos de la sucesion
de Fibonacci para los cuales se aplica la formula:

Fn X Fn_g — Fn_g X Fn—l = (-1)”

Con n =9, la holgura entre ambas construcciones es ya imperceptible.
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Rectangulos de Langman generalizados
Combinando las formulas de Cassini y Catalan, resulta

Fn+2 o _Fn+1 B =2 (_1)71—1

la cual permite construir puzzles cuya diferencia de areas sea 2, como se
muestra en las figuras siguientes.

TR PR BT

o i (KT A O g i

PRt BRI T RIS I TR B

U0 T T T e A
5 x 34 =170

Segin el teorema de Pick, el imperceptible cuadrilatero que compensa la
diferencia de areas tiene seis puntos del reticulo.

5. BAMBOOZLEMENTS

En el libro |7| Dissections: plane and fancy, G. Frederickson propone la si-
guiente definicion.

“Bamboozlements™ regiones planas que, al dividir en piezas y reagruparlas de
forma adecuada, dan lugar a otras figuras de area supuestamente distinta.
Los puzzles geométricos que obedecen a la definicién anterior pueden clasifi-
carse, como establece Torsten Sillke en la pagina web titulada Geometrical
paradox, mediante algunos conceptos matematicos sencillos.

Definicién. Tres ntimeros xg, 1, o estan en progresion i-cuasigeométrica
cuando existe una “pequena’ constante u tal que:  (z1)* — xg - T2 = p.

En particular, si ;o = 0, la propiedad anterior indica que los niimeros forman
una progresion geométrica.
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5.1 Puzzles de dos piezas

Como (n—1)(n+1) = n®—1, tres nimeros consecutivos siempre forman una
progresion 1-cuasigeométrica. Esto permite realizar la siguiente construccion:

El cuadrado de la izquier-
da se descompone en dos
piezas, las cuales pueden
reagruparse para formar el
rectangulo de la izquierda.
Sin embargo, las areas son
distintas, en este caso 64 y
63, respectivamente.

et

Explicacion: el cuadrado de la izquierda tiene lado n y el rectangulo de la
derecha tiene lados n — 1 y n 4+ 1. La diferencia entre las areas es siempre
1, pero el ajuste entre las piezas no es exacto. A mayor n, mejor ajuste y la
diferencia entre las areas se reparte entre todos los escalones de las piezas.

5.2 Puzzles de cuatro piezas

Sea (9, 1, T2) una sucesion u-cuasigeométrica; construimos el rectangulo de
base AC' = x1 + x5 y altura AF = x1, y lo recortamos en cuatro piezas con
AB =xy+x1, BC = xy—1x9, BH = GE = x(. Entonces puede reconstruirse
para formar un rectangulo de base zy + z1 y altura z,. La diferencia entre
sus areas es p.

E_E

Esta situacion es general, pues es facil demostrar el siguiente resultado:

Proposicion 5.1. Si (xg, z1, x2) es una sucesion p-cuasigeométrica, entonces
ad—bc = u, donde a = w1, b = x5, ¢ = xo+1x1, d = 21+ x2. Reciprocamente,
st cuatro numeros a,b, c,d verifican las relaciones a + b = d, ad — be = p,
entonces la sucesion (¢ — a,a,b) es p-cuasigeométrica.

Ejemplos. Los casos mas atractivos visualmente (por tener mayor apariencia
de paradojas) corresponden a p = 1.

e 1g =3, 1 =5, x5 = 8 (puzzle de Sam Loyd). Con estos datos, una de
las figuras es un cuadrado. Esta situacion no es casual: si en la proposicion
anterior afadimos la condicion b = ¢, entonces la sucesion (xg, z1,x2) es de
Fibonacci.
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e 1y =4,x1 = 5,29 = 6 (construido por Walter Lietzmann).
e 1y =211 =7,15 =24 (debido a Hermann Schubert).
e 1o =5,x1 = 11,25 = 24 (de Torsken Sillke).

Conviértete en inventor de puzzles asignando ti mismo valores a los paré-
metros a, b, c,d para construir los rectangulos correspondientes. El dibujo
anterior esta realizado con los valores o = 8,21 = 9,25 = 10.

También es posible construir puzzles con p = 2; por ejemplo xy = 2,21 =
4,9 = 7. El dibujo correspondiente ilustra muy bien el teorema de Pick,
pues el hueco que dejan las piezas al formar el rectangulo posee seis puntos
del reticulo en la frontera.

5.3 Puzzles de seis piezas

Dada una sucesion u-cuasigeométrica (o, 1, x2), construimos el rectangulo
de la figura, de base AB = 2z + x9 y altura AD = xq, y lo recortamos en
seis piezas de modo que AE = EF = x1 + 2xg, FB = x5 — 49, EH = xy,
FJ = 2xy. Si reordenamos las piezas como se indica en la ilustracion inferior,
podemos formar otro rectangulo de base 2zy + x; y altura x,. De este modo,
la diferencia entre las areas es 2.

Al igual que el caso anterior, el método es general, y puede construirse
cualquier modelo aplicando el siguiente resultado.

Proposicion 5.2. Si (zg,x1,T2) €S una sucesion p-cuasigeométrica, en-
tonces ad — bc = 2u, donde a = x1, b = x5, ¢ = 229 + 71, d = 221 + 3.
Reciprocamente, si cuatro nimeros a, b, ¢, d verifican las relaciones 2a+b = d,
ad — be = 2u, entonces la sucesion (xg, x1,23), con xg = (¢ —a)/2, x1 = a,
x9 = b, es p-cuasigeométrica.

Observemos que, para construir este tipo de modelos, deben verificarse las
restricciones xy > 2xg v T2 > 2x7.

5.4 ;En tres dimensiones?

Es muy conocido el teorema de Fermat, demostrado por A. Wiles, el cual
afirma que no existen enteros positivos a, b, c y n > 2 tales que a" + b" = ".
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Sin embargo, G. Frederickson, usando ideas similares a las de los ejemplos
bidimensionales, ha logrado construir un puzzle que “contradice” el caso n =
3. Concretamente, la figura siguiente demuestra que 93 + 10% = 123, es decir
1729 = 1728, pues las piezas del cubo central de arista 12 se pueden reordenar
para formar dos cubos de aristas 9 y 10, respectivamente.

27T
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Otro método para descomponer un cubo en piezas que puedan recomponerse
y formar un prisma cuyo volumen sea diferente al del cubo original seria
aplicar la formula de Melham (2003):

Fopr - Fopo - Foge — F3+3 = (_1>nFn7

n

donde F;, es el término general de la sucesion de Fibonacci.

Conclusion

Con estas lineas hemos querido contradecir algunas ideas expresadas por
famosos pensadores que no han sido capaces de captar la utilidad practica
de los razonamientos matematicos, incluidos los erréneos.

Citamos simplemente dos frases en este sentido:

Cuando Arquimedes descubri6 la gravedad de los cuerpos prestd un
servicio al género humano; pero ;de qué nos sirve encontrar tres na-
meros tales que la diferencia de los cuadrados de dos de ellos sumada al
cubo del tercero forme siempre un cuadrado y que la suma de las tres
diferencias sumada al mismo cubo forme otro cuadrado?  Voltaire,
“Diccionario filosdfico”.

Suprimid todas las curiosidades que apasionan. Sobre todo no os dejéis
hechizar en modo alguno por los diabélicos atractivos de la geometria,
nada extinguird tanto en vosotros el espiritu interior de gracia y de
recogimiento. Fenelén, “Cartas espirituales”.
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