Informatica en Topologia

por

Julio Rubio, Universidad de La Rioja

Dedicado a José Ignacio: la paz se demuestra actuando

Introduccion

En primer lugar, precisar que no voy a tratar de la Informatica en Topologia
en toda su generalidad, sino de la Computacion (entendida como el desarrollo de
programas de computador) en Topelogia Algebraica. En particular no voy a hablar
de las aplicaciones de la Informatica a la Topologia General (como la enumeracion
de topologias sobre conjuntos finitos, por ejemplo), ni tampoco de la aplicacién de
la Topologia a la Informatica, que incluiria desde cuestiones mas o menos banales
o terminoldgicas (como cuando se habla, con propiedad, de la topologia de una red
de computadores) hasta el uso de conceptos y técnicas topoldgicas en Informatica
Grafica, Procesamiento de Imdagenes Digitales o en Informatica Tedrica (a través,
en este Ultimo caso, de la teoria de dominios para la semantica denotacional de
lenguajes de programacion, debida a Dana Scott [Sc]). Tampoco voy a entrar en las
sorprendentes (para mi) aplicaciones de la Topologia Algebraica sofisticada en el
modelado de sistemas informaticos concurrentes [G]. Sin embargo, hacia el final ve-
remos como las técnicas necesarias para calcular en Topologia Algebraica avanzada
tienen repercusion en aspectos tedricos de la Informatica (programacion funcional
y especificacion algebraica).
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74 4. Informdtica en Topologia

El plan del texto es el siguiente. Comenzamos dando algunas ideas intuitivas
sobre la Topologia para motivar la aparicion de la Topologia Algebraica y, a conti-
nuacion, introducimos ¢l concepto clave de invarianfe. Dedicamos la parte central
del trabajo a presentar, de modo elemental, tres invariantes concretos: el numero
de componentes conexas, el grupo fundamental y los grupos de homologia. Para
cada uno de ellos intentamos dar una idea intuitiva de sus aspectos geométricos v,
simultaneamente, una descripeidn informal de un método de calculo. En el apartado
dedicado al grupo fundamental haremos un par de digresiones: una dedicada a la
presentacion de grupos por generadores y relaciones, y otra que versard sobre el con-
cepto de indecidibilidad. Fl articulo termina con una breve seccion de conclusiones
y temas de investigacion.

1. El problema de la igualdad: un mundo de plastilina

Para hacer una primera aproximacion a la Topologia, conviene considerarla como
un tipo de geometria. Si interpretamos dicha afirmacion a la manera formal defen-
dida por Klein {es decir, una geometria es la accion de un grupo sobre un conjunto
dado, accion que define cudndo dos elementos son “iguales”, indistinguibles desde
esa perspectiva geométrica especifica), veremos que no es totalmente cierta, pues
para aplicarla cabalmente al caso topologico habria que generalizarla para ser apli-
cada sobre clases generales y no sobre conjuntos (en concreto, sobre la clase de
los espacios topologicos) y deberiamos pasar de grupos a grupoides {(en concreto, el
grupoide de homeomorfismos). Pero si dejamos de lado el formalismo, sigue siendo
cierto que un problema topoldgico es esencialmente un problema sobre la igualdad.
Es decir, como sucede en muchos campos de las matematicas, el problema esencial
en Topologia consiste en saber cuando dos espacios pueden ser considerados “el
mismo”, desde el particular punto de vista de dicha disciplina. La definicion formal
de dicha igualdad viene dada por la nocidén de homeomorfismo (funcion biyectiva y
continua, cuya inversa es también una aplicacion continua). Pero una visién muy
fisica, y mas proxima a los intereses de esta exposicion, de dicho problema de la
igualdad, consiste en imaginar que los espacios objeto de comparacion estan consti-
tuidos por un material facilmente maleable (plastilina, se suele decir), y considerar
que dos espacios son iguales topoldgicamente si uno puede ser deformado conti-
nuamente en ¢l otro, sin rasgar, agujerear o pegar la materia de la que se suponen
compuestos. Esta vision geométrica de la Topologia puede parecer muy alejada
de la presentacion abstracta, axiomatica, que suele hacerse del concepto de espacio
topologico (aunque ambas perspectivas son totalmente compatibles, por supuesto),
pero ¢s el punto de vista conveniente para este trabajo y, en la modesta opinion del
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autor, también para una primera aproximacion a este campo de las matematicas.

Para ilustrar cémo se comporta ese “mundo de plastilina” podemos imaginar el
siguiente rompecabezas. Se toma en primer lugar un conjunto de puntos en el plano,
sea dibujados en la pantalla de un ordenador, sea elegidos al azar. Vamos a suponer
que en esa “nube” hay al menos tres puntos y que todos ellos estan en posicion
general, 10 que significa, en palabras lanas, que no hay tres de dichos puntos que
estén alineados. Obsérvese que si los puntos son elegidos al azar, la probabilidad de
que no estén en posicion general €s muy pequeiia (nula si suponemos que el plano
es un continuo y no una malla discreta; esta segunda opcion seria mas realista si
estamos identificando el plano con una pantalla de ordenador). Si tuviesemos la
“mala suerte” de dibujar tres puntos alineados podriamos elegir entre “mover un
poquito” (en un sentido que es facil de formalizar) uno de los puntos conflictivos
o0, simplemente, eliminarlo (pero teniendo entonces cuidado de no quedarnos con
menos de tres puntos). En cualquier caso, el siguiente paso en nuestro rompecabezas
consiste en calenlar la envolvente convexa (convex hull, en inglés) de dicha nube de
puntos. Intuitivamente, se trata de trazar una poligonal cerrada y convexa que tenga
sus vertices elegidos entre los puntos de la nube y con la propiedad de que el resto
de puntos queden en el interior de [a region del plano acotada por dicha poligonal.
La existencia y unicidad de la envolvente convexa es muy facil de demostrar con
argumentos de geometria elemental (basta razonar sobre los semiplanos delimitados
por las rectas determinadas por cada par de puntos de la nube), pero su construccion
efectiva por medio de algoritmos eficaces cae dentro del campo de aplicacion de
la disciplina conocida con el nombre de Geometria Computacional [PS]. A conti-
nuacion procedemos a triangular la envolvente convexa, pero sin introducir nuevos
vértices. (De nuevo se trata de un problema tipico de la Geometria Computacional.)
Obtenemos de ese modo la triangulacién de una zona acotada del plano. Hacemos
dos copias de la misma y nos aplicamos a retirar, de modo independiente en cada
copia, algunos de los tridngulos (llenos) que estan en la figura. Si en el proceso
queda alguna arista que no bordea ningln triangulo podemos elegir entre quitarla
o no. De ese modo obtenemos dos nuevos espacios y €l rompecabezas consiste en
“adivinar” st ambos son iguales desde el punto de vista topoldgico.

Puesto que “vivimos” es un mundo de plastilina, esta claro que la solucidn del
rompecabezas tiene que consistir en empujar (0 estirar) aquellas zonas “libres”, que
no tienen partes adyacentes. Es decir, hay una serie de movimientos admisibles
(que respetan la igualdad que nos interesa) que permiten disminuir la complejidad
de cada uno de los espacios, hasta reducirlos a una forma en la que se puede de-
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cidir con sencillez si son o no “iguales”. En realidad basta con considerar un unico
tipo de “jugada™: si un triangulo lleno tiene una arista que no bordea ningtin otro
triangulo, puede ser “empujado” sobre sus otras dos aristas. Esta operacién, que
técnicamente se denomina colapso, se aplica de modo natural a las aristas y nos per-
mite ir reduciendo el numero de elementos en los espacios, antes de poder decidir
“a simple vista”. Hay que tener, sin embargo, cuidado con el tipo de igualdad que
se considera. Esto es asi puesto que, segin se ha explicado, por una secuencia de
colapsos podemos reducir un triangulo lleno a un solo punto, y esta claro que ambos
espacios no pueden ser biyectivos y, por tanto, que no pueden ser homeomorfos.
Asi, si consideramos admisible cualquier tipo de colapso, hemos cambiado la igual-
dad con la que estamos trabajando. En lugar de considerar el tipo de homemorfia
hemos pasado al tipo de homotopia, una igualdad mas débil (que distingue menos
espacios). Sin entrar en la definicion técnica de esta nueva igualdad, decir que es la
que habitualmente se utiliza en el contexto de 1a Topologia Algebraica y, por tanto,
la que implicitamente sera empleada en el resto del articulo.

Un poco de practica con rompecabezas de este estilo muestra que la solucién
depende de dos caracteristicas: el nimero de fragmentos en que queda desgajado
el espacio y, en cada uno de ellos, ¢l nimero de “agujeros” que tiene (noétese que
el nimero de agujeros esta relacionado con, pero no es siempre igual a, el numero
de triangulos llenos que hemos eliminado: el lugar que estaba ocupado por varios
triangulos adyacentes ha podido dar lugar a un tnico agujero, si se han eliminado
también suficientes aristas y vértices). En cualquier caso, lo que se pretende mostrar
con el ejemplo es lo siguiente. El proceso de construir el rompecabezas es programa-
ble en un computador, bien con la colaboracion del usuario (por ejemplo, dibujando
en la pantalla la nube inicial de puntos y ¢liminando manualmente algunos elemen-
tos de los graficos), bien de forma totalmente automatizado (utilizando para ambas
tareas generadores de numeros pscudo-aleatorios) y llevando a la practica algorit-
mos bien conocidos en Geometria Computacional. El objetivo de este trabajo es
mostrar, de modo intuitivo, que la solucion del rompecabezas también puede ser
totalmente automatizada, siendo en este caso una aplicacién que cae dentro de lo
que hemos denominado en la introduccidn Computacion en Topologia. Las técnicas
matemaéticas a utilizar provienen especificamente del campo de la Topologia Alge-
braica, disciplina que introduciremos en el signiente apartado.

Sin embargo, antes de terminar esta seccion, haremos dos observaciones. Por
una parte, pese a que el rompecabezas planteado tiene una solucion relativamente
simple, no hay que pensar que esta situacion es general. Para constatarlo, piénsese
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en la generalizacion del rompecabezas a dimension tres: nube de puntos en el
espacio (en posicién general: no mas de tres puntos en el mismo plano), clausura
convexa, triangulacion (con tetraedros en este caso), dos copias y eliminacion (en
cada una de las copias, de modo independiente) de unos cuantos elementos. Es facil
entender que la situacién ahora es mucho més compleja, puesto que la nocion de
“reduccidon” de una figura a otra que puede ser sistematizada en el plano, es menos
clara en el espacio, donde los recovecos y “laberintos” pueden multiplicarse. Es una
cuestion conocida en Topologia Geométrica que los problemas que son abordables
en el plano, devienen muy dificiles en dimensién 3, para, curiosamente, volver a
ser mas sencillos en dimensiones altas (el caso paradigmatico es la Conjetura de
Poincaré, que solo sigue siendo conjetura en dimension 3; dimensidon en la que,
por cierto, pensaba Poincaré al tratar el tema. . .). En cualquier caso, resulta que el
rompecabezas ahora s¢ convierte en un problema combinatorio de mucha dificultad
y veremos que, si no este problema concreto, otros problemas del mismo estilo no
solo son dificiles sino incluso irresolubles algoritmicamente.

Por otra parte, el lector no debe pensar, desorientado por los ejemplos anteriores,
que los problemas topolégicos solo aparecen o en situaciones sumamente abstractas
0 en pasaticmpos para ociosos. Muchas aplicaciones reales, relactonadas con la
Informaética Grafica o con el Procesamiento de Imagenes Digitales, tienen compo-
nentes de naturaleza topoldgica (por poner solo un ejemplo, en medicina, dentro
del campo llamado Tomografia Computerizada). Otro ejemplo tipico es el de los
OCR, siglas, en inglés, de los reconocedores opticos de caracteres, ligados a los
dispositivos para “escanear” documentos impresos. Pese a que no se trata de un
problema puramente topoldgico, es claro que en nuestro mundo de plastilina po-
dremos distinguir con facilidad, en ocasiones, unas letras de otras (seguramente tras
un procesamiento previo de las imagenes digitalizadas: alisamiento de bordes, etc.;
de estos temas se ocupa la Topologia Digital). Por ejemplo, la vocal “i” se distingue
del resto de vocales pues no puede ser trazada sin levantar la mano del papel, y la
“u” se distingue de la “a” puesto que puede ser colapsada a un punto.

Como se desprende del ultimo ejemplo, cuando un problema de matematicas es
planteado como un problema sobre la igualdad, existen varias tareas relacionadas,
pero que no deben confundirse:

(a) reconocer la igualdad;

(b) clasificar (dado un espacio, asignarle un cierto espacio de una lista completa
de representantes; en el caso del OCR, reemplazar cada caricter manuscrito por una
de las letras de la tipografia de “maquina de escribir”),
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(c) reconocer la diferencia. . .

Pese a lo que pudiese parecer, los problemas (a) y (c¢) distan mucho de ser
equivalentes, como explicamos en el siguiente punto.

2. Invariantes en Topologia Algebraica

Habitualmente, reconocer la igualdad es un problema mucho mas dificil que
reconocer la diferencia. La razon es que, para saber que dos objetos son diferentes,
basta que lo sean respecto a algin criterio especifico, mientras que la igualdad
respecto a ese criterio no asegura en general la igualdad global de los objetos. Por
ejemplo, el nimero de fragmentos permite distinguir la “i” de la “u” en el caso
del OCR, pero no sirve para diferenciar la “u” de ia “a” ni tampoco, y esto es aun
mas relevante, para concluir la igualdad topolédgica de los dos ultimos objetos. Esta
observacion, que tiene incluso implicaciones filosoficas y, desde luego, politicas, se
materializa en matematicas a través de la nocién de invariante. En el concepto de
invariante aparecen involucrados dos dominios matematicos (el de la Topologia y
¢l del Algebra, por ejemplo). Un invariante es un proceso que permite asociar a un
objeto X del primer dominio un objeto i( X ) del segundo, de modo que las igualdades
naturales en los dominios sean respetadas en dicho proceso (si suponemos que el
dominio de salida es geométrico, en el sentido de Klein, esta nocién de invariante
coincide con la habitual: una aplicacion que queda invariante por la accién del grupo).

El uso pringcipal de los invariantes, y 1a razon historica de su introduccidn, se
centra en lo que hemos llamado problema (c) al final de la anterior seccion: sir-
ven para distinguir (en otras palabras, son las formalizaciones de los “criterios de
distincién” que hemos evocado mas arriba, que se corresponden con las distintas
perspectivas con las que podemos mirar un mismo objeto). Si tenemos dos objetos
Ay B que sospechamos que son distintos y encontramos un invariante ¢ tal que ¢(A)
es diferente de i{ B) (0jo, que la igualdad con la que comparamos habra cambiado),
podremos concluir que A y B son efectivamente distintos. (Pese a ser €ste su uso
primigenio, los invariantes también pueden ser utilizados para reconocer la igualdad,
¢ incluso para clasificar, a través de las famifias completas de invariantes.)

Como se desprende de la descripcidn informal que acabamos de dar, la nocion
de invariante es muy amplia y su campo de aplicacion se extiende a todas las
matematicas. Asi, por ejemplo, si tomamos como dominio de partida los grupos
abelianos finitamente generados y como dominio de llegada los nimeros naturales,
el proceso que asocia a cada grupo abeliano finitamente generado G su rango es
un invariante. (Recuérdese que, segin el teorema de clasificacion de tales grupos,
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(7 serd isomorfo a un producto cartesiano de un grupo abeliano finito por Z", la
n-ésima potencia del grupo de los numeros enteros Z, para un cierto natural n; en
estas condiciones, el nimero n es el rango de (;.) Hablaremos de un invariante de
la Topologia Algebraica cuando el dominio de partida sea alguna subclase de espa-
cios topologicos (o de sus variantes mas o menos combinatorias: CW-complejos,
complejos simpliciales, etc.), normalmente bajo la igualdad del tipo de homotopia, y
como dominio de llegada tengamos una categoria algebraica (grupos, anillos, etc.).
Fs necesario observar que no todo proceso que asocia a cada elemento del dominio
de partida un elemento de la llegada tiene el caracter de invariante. Un ¢jemplo sen-
cillo, que ha aparecido en la seccidn anterior, es el del numero de vértices en nuestros
rompecabezas: queda claro que la operacion de colapso (que es “admisible”, pues
respeta la “igualdad”™) puede disminuir el numero de vértices.

Por otra parte, no todo invariante es relevante. Aunque propiedades de este estilo
(1a relevancia, el interés, la importancia, la utilidad) son muy dificiles de precisar en
el lenguaje de las matematicas, por lo que son excluidas de la definicién formal de
los conceptos, resulta evidente que no todo invariante sera estudiado. Un ejemplo
de un tal invariante “inttil” seria el que asocia a cada espacio topolégico X la clase
¢(X) que contiene todos los espacios homeomorfos a €l. Pese a que obviamente se
trata de un invariante, es claro también que conocer X es mas sencillo que conocer
i(X) y, por otra parte, que el problema de la igualdad en el dominio de partida es
equivalente al problema de la igualdad en la llegada.

Asi podemos definir la Topologia Algebraica como la parte de la matematica
que se ocupa de la definicion, estudio y caleulo de invariantes algebraicos asociados
a espacios topologicos. La parte de calculo es, por supuesto, la que mas nos interesa
en este articulo. En la misma definicion de fa disciplina queda subyacente el que
se considera que (el problema de la igualdad en)el Algebra es mas facil que (el
problema de la igualdad en)la Geometria. Sin embargo, para que dicha afirmacion
sea totalmente cierta, hay que imponer ciertas condiciones tanto a los datos de partida
(el input en jerga informatica), como a los datos de legada (el outpur} y a los procesos
mismos.

Comenzando por ] output, sera necesario que las estructuras algebraicas de le-
gada satisfagan algunas restricciones para poder distinguirlas de un modo razona-
ble. Asi, los grupos deberian ser finitamente generados, los espacios vectoriales de
dimension finita, etc. Este tipo de condiciones de finitud, que aparecen en todos los
trabajos “estandar”, no computacionales, en Topologia Algebraica (muchos resul-
tados tipicos son teoremas en los que se demuestra que tal o cual invariante llega
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a estructuras algebraicas de tipo finito), abren la puerta a establecer resultados de
calculabilidad tedrica de los invariantes. Es decir, una vez que se sabe que cierto
invariante es de tipo finito es cuando uno puede preguntarse por la existencia de un
algoritmo que lo calcule.

Pero si queremos pasar de la informatica tedrica a la informatica préctica (la que
se ocupa del disefio de programas de computador), es necesario que tambicn los
input sean razonables. Pero en esto, como en el punto anterior, 1os que nos hemos
dedicado a la informatica (practica) en Topologia hemos tenido suerte: lo que es
manejable para ¢l computador coincide hasta cierto punto con lo que es comodamente
manejable por los humanos, por lo que historicamente, conforme se iba avanzando
en el estudio de invariantes se iba produciendo un proceso de “algebraizacion” de
los espacios topoldgicos, de modo que los invariantes pudiesen ser leidos (por los
topologos) en ellos de manera mas sencilla. De todo ese esfuerzo investigador,
surgieron una serie de modelos combinatorios de espacios topologicos. Junto a
los ya citados CW-complejos y complejos simpliciales, el modelo mas empleado
es el de los conjuntos simpliciales debido a Kan (véase [May]). Para comprobar
de otro modo la naturalidad de este paso de los espacios abstractos a sus versiones
discretas, baste observar que todos los ejemplos elementales que han aparecido en
1a seccidn anterior admiten estas descripciones combinatorias (los espacios de los
rompecabezas, las imdgenes en la pantalla del computador, las letras digitalizadas
del OCR). Asi pues, afios de investigacién en matematica pura, han puesto a nuestro
servicio todas las herramientas para plantear el disefio de programas de computador
para la Topologia Algebraica: tenemos como entrada una descripcion combinatoria
de un espacio topoldgico y el programa debe calcular una descripeidn finita de una
cierta estructura algebraica. Sin embargo, como veremos mas adelante, no todos
los invariantes seran susceptibles de ser calculados (lo que hemos llamado antes
restricciones en el proceso). Comenzaremos no obstante por un invariante que si €s
facil de calcular: el numero de componentes conexas.

3. Primer ejemplo: niimero de componentes conexas

Cuando hemos comentado la solucion del rompecabezas de la seccién 1, hemos
dicho que dependia, en parte, del nimero de “fragmentos” que quedasen tras el
proceso de eliminacién de triangulos, aristas y vértices. El concepto formal que
corresponde a esa nocion de “fragmento” es el de componente conexa. Por ejemplo,
diriamos, en el ejemplo del OCR, que la letra “uw” tiene una componente conexa,
mientras que la letra “i” tiene dos. El proceso que a cada espacio topoldgico aso-
cia el numero de componentes conexas es un invariante que podemos considerar
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perteneciente a la Topologia Algebraica, a condicidn de pensar en la Aritmética
(pues el dominio de llegada es el de los nimeros naturales) como una parte (;la mas
sencilla?) del Algebra.

Vamos a describir un algoritmo de calculo del numero de componentes conexas,
apoyandonos en el espacio que aparece dibujado en la Figura 1. Se trata de un espa-
cio topoldgico triangulado y que, por tanto, admite una descripeidén como complejo
simplicial. En concreto, la entrada para el algoritmo podria ser una secuencia de
listas: [(0,1,2),(1,3,4),(6,7,8),(2,3),(3,5),(4,5)]. Notese que aunque, por convenien-
cia, los vértices han sido etiquetados con nimeros, no hubiese habido problema en
considerar etiquetas que fuesen otros simbolos, como letras a, b,..., ete. Esta obser-
vacion sirve para resaltar que los algoritmos en Topologia caeran dentro del campo
de las Ciencias de la Computacion que se denomina Calculo Simbolico, puesto que
los ingredientes de base seran mas simbolos que otros datos como pueden ser los
numeros reales en precision finita (datos usuales en las aplicaciones de Cdlculo
Numérico, entre otras).

Figura 1

Si uno mira la figura sin prejuicios, hay que reconocer que ¢l problema parece
sumamente sencillo: el grafico esta compuesto por dos fragmentos, por dos figuras.
Sin embargo, esta tarea de reconocimiento que es tan sencilla para los humanos
es dificil de automatizar para que sea llevada a cabo por un computador. Dotar a
estas maquinas de capacidades de interpretacion de datos visuales es tarea compleja,
que cae dentro de la /nreligencia Artificial, y especificamente de la Fision Artificial.
Es por ello que la aproximacion simbodlica {pese a requerir un trabajo previo de
representacion de los datos de entrada) es mucho mas directa a la hora de atacar el
problema planteado.

Fl algoritmo para determinar €l nimero de componentes conexas reposa en la
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construccion de un arbol obtenido a partir del grafo constituido por los vértices y
aristas del complejo simplicial (el nimero de componentes conexas sélo depende
de los elementos de dimension 0, los vértices, y de dimension 1, las aristas; lo
que técnicamente se conoce por el nombre de 1-esqueleto del espacio). El arbol en
cuestion es 1o que se denomina drbo! maximal de un grafo (spanning tree, en inglés):
cualquier arbol que contenga todos los vértices del grafo (aunque en nuestro caso
concreto se trata mas bien de determinar bosgues maximales).

Es destacable la existencia de estructuras de datos que aparecen, de un modo que
podriamos calificar de ubicuo, en todos los campos de la Informatica: ya sea en las
aplicaciones a las finanzas, a las bases de datos, a los sistemas operativos, a Internet,
a la Inteligencia Artificial o incluso a un campo tan abstruso (por abstracto) como es
la Topologia Algebraica. En todos ellos veremos aparecer listas, arboles, grafos, . . .
Y no so6lo se repiten estas estructuras que podriamos denominar universales, sino
también los algoritmos de manipulacion de las mismas. En el caso que nos ocupa
hay cientos de lineas de articulos (jy de codigo maquina!) dedicadas al calculo, en
diferentes contextos, de arboles maximales. Cuando el topdlogo-informatico novato
llega con su problema de calculo del nimero de componentes conexas no tiene mas
que buscar en la literatura el algoritmo que mas convenga a sus necesidades (véase,
por gjemplo, [BB]).

Esencialmente, hay dos modos de recorrer un grafo con el objeto de construir un
arbol maximal: en profundidad y en anchura. Explicamos brevemente el primero,
dejando como ejercicio al lector que descubra en qué puede consistir ¢l segundo.
En el problema concreto que nos ocupa y con ¢l ejemplo de la Figura 1 el pro-
ceso seria el siguiente. Comenzamos marcando el vértice 0 como “visitado”. A
continuacion buscamos un vértice adyacente a 0 (el mas pequeiio, por gjemplo} tal
que no haya sido visitado previamente: en este caso el vértice 1 serd el siguiente
marcado como “visitado”. Repetimos el proceso desde 1: puesto que 0 ya ha sido
visitado, es el 2 el siguiente vértice marcado. La blsqueda continda de este modo
hasta que no se encuentran mas vértices {no previamente visitados) alcanzables por
este método, utilizando si es necesario “vuelta atras” (backtracking, en inglés). Asi
hemos detectado una componente conexa. Sino queda en el grafo ningun vértice no
marcado, el algoritmo termina (y devuelve el numero 1). Si se encuentran vértices
no visitados, se elige uno de ellos (el mas pequeiio, digamos) y se repite el proceso
anterior, llevando la cuenta de las componentes conexas que van apareciendo. En el
espacio de la Figura 1, recomenzariamos marcando el vértice 6, a partir del que son
alcanzados los vértices restantes (el 7 v el 8) y se concluye, como el sentido comiin
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quiere, que el numero de componentes conexas es 2.

Este algoritmo es facil de programar, incluso para principiantes, pero hay que
reconocer que la informacion algebraica obtenida es bastante escasa. En el siguiente
apartado nos ocupamos de otro invariante que llega, esta vez si, a un dominio
algebraico.

4. Segundo ejemplo: grupo fundamental

El grapo fundamental es uno de los invariantes mas conocidos, de los que primero
se introducen desde el punto de vista de la docencia y que tiene aplicaciones en
muchos campos de las matematicas (por ejemplo, en relacion con la integracion en
variable compleja: teorema del indice de Gauss, etc.). Informalmente hablando,
el grupo fundamental mide como estd “agujereado” el espacio en dimension 2.
Para hacer un poco mas precisa dicha descripcion necesitamos algunos preliminares
algebraicos (para una exposicion mas completa sobre el grupo fundamental podemos
citar, entre otros muchos, el libro [Mau]).

4.1. Generadores y relaciones

El punto de partida para las construcciones que vamos a explicar es un conjunto
A ={a,b,c, ...}, quedenominaremos alfabeto (y, en concordancia, a sus elementos
los llamaremos letras). A continuacion consideramos palabras sobre A: secuencias
de letras (por ejemplo, abcaabc). Llamemos A [A] al conjunto de palabras sobre A
junto a un nuevo simbolo w (“nuevo” significa quew ¢ A), que representala palabra
vacia, la palabra que no contiene ninguna letra. Ahora dotamos a M[A] de una
estructura de monoide (conjunto con una operacion binaria interna que es asociativa
y con elemento neutro). Para ello, consideramos la operacion de concatenacion de
palabras, operacion evidentemente asociativa y que tiene a la palabra vacia w como
elemento neutro. Hemos construido asi el monoide libre sobre A. Esta definicion
matemadtica tiene aplicaciones en miltiples campos de la Informatica: compiladores,
tipos abstractos de datos, lenguajes formales, etc. En este trabajo nos interesa, ante
todo, por ser la base para la construccion de un grupo libre sobre un conjunto, como
explicamos a continuacién.

Sea X = {z,y, 2,...} unconjunto y consideramos un conjunto biyectivo con €l,
al que denotaremos X 1. Por cada elemento z € X habra un elemento z7? € X1,
Noétese que la expresion 27! no es mas que una notacién para sefialar que ese
elemento es la imagen de x por una biyeccidn candnica establecida entre X y
X1 Pero, como siempre sucede, la simbologia tiene una intencionalidad: z
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tendra el papel de inverso formal de x. Si pensamos que el conjunto de partida
X es ya simbolico (un tipo enumerado en un lenguaje concreto de programacion,
por ejemplo), vemos que la construccion de X ! puede ser automatizada, por una
manipulacion simbdslica, formal (como curiosidad sefialar que el Calculo Simbolico,
que corresponderia a Symbolic Computation en inglés, en francés de denomina
Calcul Formel). En cualquier caso, a continuacién construimos M[X U X 1],
el monoide libre sobre la reunion disjunta de X y X~'. Y ahora introducimos
una serie de relaciones de los tipos zz ! = wy z7lz = w, por cada z € X.
Estas igualdades inducen relaciones entre palabras (por ejemplo: zyy™ 'z ~ zx)
y tenemos asi definida una relacién de equivalencia ~ sobre M[X U X™1]. Se
comprueba ficilmente que la operacion de concatenacion pasa al cociente y que
también estd bien definida en el cociente la operacién que asocia a cada palabra
su “inversa™ (zyz) ! := 2z ly !'z~'. De este modo, hemos dotado al conjunto
cociente M[X U X '] / ~ de una estructura de grupo, que se denomina grupo
libre (no conmutativo) sobre X y que denotaremos por G[X]. Dicho grupo es
siempre infinito, excepto en el caso en que X = (), en el que se obtiene el grupo
trivial (con un unico elemento). Hs siempre no conmutativo, excepto si X = @ o
si X = {z}, caso en el que es isomorfo al grupo de los niimeros enteros con la
suma. Una observacion importante es que los elementos de grupos libres pueden
ser representados de modo seguro por medio de palabras (es decir, no es necesario
trabajar con las clases de equivalencia: basta elegir representantes), debido a la
existencia de formas canodnicas (este concepto es central en Calculo Simbodlico,
pues permite un tratamiento eficiente y consistente de los espacios cociente). La
forma candnica coincide en este caso con la palabra de menor nimero de letras en la
clase y, ademas, las relaciones permiten reescribir, reducir, cada palabra a su forma

canénica: zz lyylzz — zz7 iz — 22

Una vez introducida la nocion de grupo libre sobre un conjunto X, podemos pasar
al concepto de grupo definido por generadores y relaciones. Para definir un tal grupo
necesitamos dos datos: un conjunto X {cuyos elementos denominamos generadores)
y un conjunto R de palabras (reducidas a forma canénica) extraidas de M [X U X™']
(las relaciones). El grupo entonces serd un cociente del grupo libre G[X] por la
relacion de equivalencia inducida por los elementos de R. Veamos como funcionaria
dicha construccion en un ejemplo concreto, el del grupo {(z,y | zy = y*). Enesta
notacidn, usual en Teoria Combinatoria de Grupos (la disciplina que se encarga del
estudio de este tipo de grupos), debe entenderse que el conjunto X de generadores
es {z,y} ¥ que, en este caso concreto, hay una Unica relacion. Se suelen escribir las
relaciones no como palabras, sino como pares de palabras: zy = y ', pues dicha
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relacion también puede entenderse como zyy = w o, simplificadamente, zyy (o
yzy) que seria el verdadero elemento de K. De esta pequena disquisicion se puede
deducir facilmente, apoyados por el uso que hemos hecho de las relaciones xx~" para
pasar del monoide al grupo libre, cdmo se operaria en el grupo definido por dichos
generadores y relaciones: xyyz 'y~ ! ~ ylyz 7yl ~ a7yl ~ y. Aunque
volveremos sobre este punto mas adelante, nétese que no hemos utilizado, pese a
que el ejemplo invitaba a ello, el simbolo de reescritura — sino el de relacion ~:
establecer qué es una reduccion en un grupo definido por generadores y relaciones
es una cuestion delicada. Pero dejemos por el momento el dominio de llegada de
nuestro invariante, el Algebra, y volvamos al dominio de partida: la Topologia.

4.2. Presentacion del grupo fundamental

Como el lector habra sospechado el grupo fundamental va a ser definido por
generadores y relaciones. Pero, ;como obtener de objetos geométricos (vértices,
aristas,. . .} objetos “lingtifsticos” (letras, palabras, . . .)? Las claves para responder a
esta pregunta son, desde el punto de vista algoritmico, la manipulacioén simbdlica v,
desde el punto de vista conceptual, la nocion de camino en un grafo. Comenzaremos
por la descripcion algoritmica. Trataremos en primer lugar el caso en el que no hay
triangulos llenos (es decir, el complejo simplicial coincide con su l-esqueleto o,
dicho en palabras llanas, es un grafo) y nos apoyaremos en el espacio de la Figura 2.

Figura 2

Es necesario para poner en marcha el algoritmo fijar un vértice, que hara el papel
de punto base para el grupo fundamental, pues, de hecho, habra un grupo asociado
a cada componente conexa del espacio. En el complejo de la Figura 2 sélo habra
un grupo fundamental pues es conexo (esto es, con una unica componente conexa).
En estas condiciones, ¢l proceso es independiente del vértice por el que comience
y podemos elegir, por ejemplo, el 0 como punto base. Ahora calculamos un arbol
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maximal basado en 0, utilizando por fijar ideas (el resultado también es independiente
de] arbol maximal elegido) el algoritmo explicado en la seccidn anterior. El arbol
estara constituido por las aristas 01, 12 y 23 (el lector es invitado a dibujar sobre
la Figura 2, con lapicero a poder ser). Entonces, el grupo fundamental es el grupo
libre generado por las otras aristas: G/[{02, 13}]. Esta es la parte algoritmica, ciega,
de nuestra construccion (no mas dificil de programar, por otra parte, que el célculo
del nimero de componentes conexas). Para obtener una interpretacion geométrica
hemos de apovarnos en la nocién de camino por aristas. Un tal camino, en la Figura
2, puede ser representado por: 01 — 13 — 32. En realidad, los caminos que nos
interesaran seran los ciclos basados en el punto base 0 (caminos que comienzan y
terminan en 0, como 01 — 12 — 20). Informalmente, podemos decir que ¢l grupo
fundamental es el grupo de los ciclos basados en ( y operados por concatenacion:
(01 -12—20) %« (01 - 13—32—20) :=01—-12—20—01 - 13— 32— 20.
Si de esa cadena eliminamos las aristas que estin en nuestro arbol maximal (y sus
“inversas™) y escribimos, como es natural, 20= 02", obtenemos 02 1-13-02"1, que
puede ser identificado evidentemente con un elemento del grupo libre G[{02, 13}].
Reciprocamente, dado un elemento de G[{02,13}] podemos recuperar un unico
ciclo basado en 0 (Unico al menos si es candnico: sin “idas y vueltas imitiles”, como
02 — 20). Expliquemos el proceso con el generador 13. Puesto que 1 es un vértice
del arbol maximal (todos los vértices del espacio conexo lo son), existe un tnico
camino dentro de dicho arbol que une la raiz 0 con 1: en nuestro egjemplo el camino
consta de una Unica arista 01. Del mismo modo, el vértice 3 es unido con O de
forma unica por medio de: 32— 21 — 10. Entonces, concatenando adecuadamente,
obtenemos el correspondiente ciclo basado en 0: 01 — 13— 32 — 21 — 10. Vemos
pues que la relacion entre la construccién algoritmica y la geoméirica es natural e

\

Figura 3



87

Notemos que este invariante sirve para distinguir, en el caso del OCR, la “u”
(grupo fundamental trivial) de la “a” (grupo fundamental isomorfo al grupo de los
ndmeros enteros con la suma). Lo que sabemos por el momento no nos permite, sin
embargo, aplicar el invariante al caso del rompecabezas, pues en ¢l pueden aparecer
involucrados triangulos llenos. Para ocuparnos de este caso (que por otra parte es
el caso general, pues el grupo fundamental de cualquier espacio triangulado sélo
depende de su 2-esqueleto) nos apoyaremos en el grafico de la Figura 3 que, de
hecho, no difiere del de 1a Figura 2 mas que en la existencia del triangulo lleno de
vertices U, [ y 2.

Como es facil de imaginar, la solucion de este caso pasa, como etapa previa,
por la del caso anterior. En efecto, consideramos el l-esqueleto del espacio y
calculamos los generadores de su grupo fundamental; en nuestro ejemplo: 02 y
13. A continuacion, por cada tridngulo lleno que hubiese en el espacio de partida
incluimos una relacion; en el ejemplo: (01 — 12) = 02. Es ésta una operacion
simbdlica, pero que puede no tener sentido desde el punto de vista del Algebra:
algunas de las aristas que aparecen en las relactones asi introducidas pueden estar
en ¢l arbol maximal y, por tanto, no pueden formar parte de palabras de G[{02, 13}].
Pues bien, estas aristas que nos molestan, simplemente las eliminamos, obteniendo
de este modo un verdadero grupo definido por generadores y relaciones, que no
es otro que el grupo fundamental del espacio. En nuestro gjemplo, tendriamos:
(02,13] (01 = 12) =02) ~ {02,13 |w =02) ~ G[{13}]. Es decir, se trata del grupo
libre con un generador.

En cuanto a la interpretacién geomeétrica de esas manipulaciones formales es
sencilla: puesto que vivimos en un mundo de plastilina, es equivalente unir el
vértice 0 con el 2 directamente a través de la arista 02 que pasando por 1 por medio
de 01 — 12 (la “materia™ del triangulo lleno permite deformar continuamente 02
sobre 01 — 12). Asi, podemos decir, informalmente, que el grupo fundamental mide
el nimero de ciclos (independientes) que no acotan discos en el espacio topologico.
(En el ejemplo de la Figura 3 el tnico ciclo fundamental es el borde del triangulo
no lleno 123, que es representado en el grupo por medio del generador 13.)

4.3, Los limites de Ia Informatica

Llegados a este punto, podriamos sentimos satisfechos: hemos conseguido aso-
ciar a cada espacio topoldgico (o, al menos, a aquellos que pueden ser triangulados
con un numero finito de elementos) su grupo fundamental, y ello por medio de un
algoritmo que es facil de implementar en el computador. Podriamos intentar aplicar
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dicho mecanismo a espacios topoldgicos (por ejemplo, a los que aparecian en los
rompecabezas) para distinguirlos unos de otros. Ahora bien, ;jcuanto sabemos de la
estructura algebraica asi definida? No conviene confundir lo que “se sabe definir”
con lo que es “completamente conocido™ (piénsese en Analisis, cuando se definen
funciones por medio de un teorema de existencia y unicidad de solucion para alguna
clase de ecuaciones diferenciales: dada una de esas ecuaciones elegidas al azar,
cuanto sabemos del objeto matematico que es la solucion de dicha ecuacion?). Lo
que conocemos del grupo fundamental es que esta definide por generadores y rela-
ciones: {g1,- -, 9n | 71, -sTm}»cont; € Gl{g1,...,0m}],Vi = 1,..., m. Pero,
ies dicho grupo trivial? ;Es finito? ;jEs conmutativo? Dado un camino por aristas,
Jrepresenta al elemento neutro del grupo? Son ejemplos de problemas indecidibles,
es decir, problemas para los que se puede demostrar que nunca habra un programa
de computador que los resuelva. Asi, nada mas comenzar nuestra andadura por la
Topologia Algebraica hemos topado con un invariante que pone al descubierto los
limites de la Informatica. Bien es cierto que se suele esquivar el problema diciendo
que se ha calculado una presentacion (por generadores y relaciones) del grupo fun-
damental (no confundir con la teoria de representaciones de grupos) y no el grupo
en si. Pero esto no deja de ser una suerte de eufemismo, pues la realidad es que
un invariante (numérico, como en el caso del nimero de componentes conexas) tan
“inofensivo” como es el que asocia a cada espacio conexo la cardinalidad de su
grupo fundamental (fijando, por convenio, que si el grupo es infinito devolvemos el
namero 0, por ejemplo) es no calculable, define un problema irresoluble desde el
punto de vista algoritmico.

Pese a que este tipo de problemas cierran la puerta al tratamiento informatico,
esta claro que las matematicas pueden proseguir su estudio: los matematicos han
sido capaces de demostrar que son irresolubles por medio del computador. Pero st
se medita un poco, uno puede preguntarse en qué consiste demostrar que algo es no
calculable. Si se trata de mostrar que algo es calculable, el procedimiento es claro:
basta describir un algoritmo que lo calcule. Tampoco cuesta mucho hacerse alaidea
de que hay gran nimero de problemas complejos para los que hasta el momento no s¢
ha encontrado ningun algoritmo que los resuelva. Sin embargo, establecer que nunca
nadie, por ingeniosa que sea su mente o potentes que sean los métodos y recursos
que tenga a su disposicién, podra encontrar una solucion parece una afirmacion de
mucho calado. Los logicos han inventado una técnica para abordar este espinoso
asunto: la reduccion (calculable) a un problema no calculable. Supongamos que
sospechamos que un cierto problema P es indecibible y supongamos también que
conocemos un problema irresoluble Q. Si describimos un algoritmo que para cada
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caso ¢ de Q es capaz de construir otro p de P, con [a propiedad de que la solucién de
p significa la solucion de ¢, habriamos demostrado la no calculabilidad de P (pues en
caso contrario, componiendo los algoritmos, tendriamos una solucion algoritmica
para Q). Esta técnica ha sido utilizada en multiples ocasiones, de modo que en la
actualidad disponemos de un amplio catdlogo de problemas no resolubles (lo que,
por supuesto, aumenta las posibilidades de encontrar otros nuevos. . .).

Pero de algin modo debe empezar la cadena para poder aplicar esa técnica de
reduccion. Y, en esencia, hay un Gnico problema irresoluble demostrado partiendo
de cero, sin recurrir al método de reduccion: el problema de la parada de Turing.
El problema consiste en decidir si la ejecucion de una maquina de Turing (un pre-
decesor rudimentario y virtual de los actuales computadores) termina. Turing, en
los afios 30, invent6 las maquinas que ahora llevan su nombre y demostré que si el
problema de la parada fuese resoluble se alcanzaria una contradiccion con principios
logicos que sustentan la idea misma de algoritmo (y también los fundamentos de
las matematicas). Una consecuencia practica de dicho resultado es que nunca sera
posible disefiar un programa de ordenador que tomando como entrada el texto de
otro programa cualquiera decida s1 su ejecucion termina o no (lo que, dicho sea de
pasada, supone una cortapisa insalvable para ¢l problema general de la demostracion
automatica de la correccion de algoritmos: mal podremos deducir automaticamente
si un programa calcula resultados correctos si ni siquiera podemos determinar si
termina o no su ejecucion).

Bicho problema de la parada esta, en particular, en la base de los resultados de no
calculabilidad en Topologia. Abreviadamente, la historia es la que sigue. Novikov
demostroé, apoyandose en el problema de la parada (o mas bien en resultados de
Post sobre semigrupos, que son monoides sin elemento neutro), la irresolubilidad
del problema de la palabra en grupos definidos por generadores y relaciones: no
puede existir algoritmo que dada una palabra decida si representa al elemento neutro
o0, dicho de otro modo, si es equivalente dentro del grupo a la palabra vacia. Esto
muestra que, en general, es dificil imaginar un concepto de “reducciéon a forma
candnica” en un grupo presentado por generadores y relaciones. Ahora, dada una
presentacion por generadores y relaciones de un grupo, se construye de manera
algoritmica un complejo simplicial tal que su grupo fundamental sea isomorfo al
grupo de partida. De ahi se deduce que el problema de la simple conexion es
indecidible. (Un espacio topologico conexo se dice simplemente conexo si su grupo
fundamental es trivial.} Esta propiedad de no calculabilidad va a condicionar todo
desarrollo algoritmico en Topologia Algebraica: los resultados de calculabilidad
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iran frecuentemente acompafiados de la hipotesis de simple conexion en los datos
de entrada, hipotesis no calculable. . .

Terminamos este pequefio paseo por la indecidibilidad sefialando que pese a
que hemos presentado la Topologia Algebraica como una disciplina subsidiaria, que
sirve de apoyo para la Topologia (pues sélo sirve para distinguir, no para reconocer
la ignaldad), en estos resultados de tipo “negativo” la flecha va en el otro sentido:
de 1a no decidibilidad de la simple conexidn se puede deducir (por reduccion) que el
problema general del homemorfismo es también irresoluble algoritmicamente. Es
decir, no existe algoritmo que tome como argumento (la descripcién finita de) dos
espacios topoldgicos y decida si son o no homeomorfos (este resultado, en €l caso
particular de variedades, fue demostrado por Markov).

4.4. Los grupos de homotopia de orden superior

LLa notacién con Ia que los topdlogos se suelen referir al grupo fundamental de un
espacio X es 7 { X ) (0 m1(X; z) si es necesario destacar un punto base 2 € X}, y a
dicho grupo se le denomina también primer grupo de homotopia. Esto significa, por
supuesto, que existen otros invariantes que se denominan grupos de homotopia (de
orden superior) y que se denotan ,, (X'), con n un nimero natural mayor que 1. Sin
entrar en la definicion de los mismos, indiquemos que son conmutativos sinn > 1,
y que bajo buenas condiciones (los espacios X deben ser finitos en algin sentido
y, sobre todo, deben ser simplemente conexos) son calculables. Sin embargo, los
algoritmos que se conocen son complicados, tanto por las matematicas que aparecen
en ellos como por las dificultades de implementacion concreta (requieren muchos
recursos en tiempo de ejecucion y en espacio de memoria), y su descripcion escapa
de las posibilidades de este texto. Sefialemos, no obstante, que ha habido mucho
trabajo computacional sobre el tema, sobre todo en el caso particular de los grupos
de homotopia de esferas (véase, a titulo de ejemplo, la memoria [T]). En el caso
de los grupos de homotopia de esferas se han desarrollado téenicas especificas muy
especializadas, pero todos los algoritmos generales (es decir, aplicables a clases
muy amplias de espacios topoldgicos) para el calculo de grupos de homotopia se
basan en unos invariantes mas simples de calcular, en los que nos concentramos a
continuacion: los grupos de homologia.

5. Tercer ejemplo: grupos de homologia

Los grupos de homologia de un espacio X son, al igual que los grupos de
homotopia, una familia de invariantes H,,(X) indexada por los nimeros naturales
n > (. Todo manual de Topologia Algebraica se ocupa de definir los grupos de
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homologia; sin embargo, la presentacion constructiva que vamos a esbozar aqui no
aparece en la mayoria de ellos (el libro [Mu] es una excepcion), lo que me sorprende
un poco, pues es sencilla y es una buena fuente de ejemplos concretos.

Los primeros grupos de homologia de cualquier espacio son faciles de describir
y, de hecho, tienen mucho que ver con nuestros dos ejemplos anteriores. Asi,
Ho(X) = Z*, el grupo abeliano libre con k generadores, donde k es ¢l nimero de
componentes conexas de X. Si X es conexo (es decir, si el k anterior es igual a
1), el grupo H, (X)) es el abelianizado de m;(X), el grupo fundamental de X. Esto
implica que conocemos algoritmos sencillos para calcular los primeros grupos de
homologia. Esta afirmacidn, obvia en el caso de Hy(X ), podria chocar al lector tras
nuestra insistencia en lano calculabilidad de 7y (X'). Pero sucede que, en presenciade
la conmutatividad, los problemas dificiles devienen sencillos (definitivamente, vivir
en un mundo conmutativo seria muy aburrido): si a la presentacion por generadores
yrelacionesde i (X) = {g1,...,n | 71, ..., Tm) le aftadimos las relaciones g;g; =
9591, ¥i,7 = 1,...,n, inmediatamente disponemos de formas canénicas para el
grupo asi abelianizado H;({X) y podemos caracterizar completamente de qué grupo
se trata (en particular, si es trivial, si es finito, etc.).

Estos dos invariantes Hyo{ X) y H1(X) dan una solucion algoritmica completa
(bajo la igualdad de 1a homotopia, no la del homeomorfismo) de los rompecabezas
planos de los que hemos hablado al comienzo del articulo. (De hecho, el nimero de
componentes conexas y el grupo fundamental nos hubiesen también bastado, pues
es facil demostrar que en ¢l caso de esas figuras planas el 7; es un grupo libre, por
lo que el problema de la palabra es resoluble y el nimero de generadores determina
totalmente el grupo v el tipo de homotopia de cada espacio conexo.)

Por tanto, podemos decir que H1{X) mide “conmutativamente” el numero de
agujeros de X en dimension 2 y, generalizando, que H2(X ) mide lo equivalente en
dimension 3, etc. Si queremos una descripcion mas precisa, tenemos que apoyarnos
en un resultado del Algebra que ha aparecido previamente: ¢l teorema de clasifi-
cacion de grupos abelianos finitamente generados. En efecto, siendo los H,(X)
siempre conmutativos, si X es de tipo finito (en nuestro contexto esta condicién sig-
nifica que X esté triangulado por un ntimero finito de elementos), entonces H,, (X )
es finitamente generado y por tanto, aplicando el teorema de clasificacion, se sabe
que es isomorfo a Z* x Z/qZ X ... X Z/qmZ, con k, qi, . . ., g, Mimeros naturales
(v denotando Z/qZ el grupo abeliano finito de ¢ elementos de los enteros modulo
q). Por tanto, determinar un tal grupo es equivalente a calcular (£; g1, ..., gm).
Obsérvese que pese a que se trata de un invariante algebraico admite (por ser un
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output “‘razonable”) ser representado de modo numérico. Noétese también que la
lista (k;41, - .., gm) constituye para los grupos abelianos finitamente generados lo
que hemos denominado en la seccion 2 una familia completa de invariantes (con do-
minio de partida algebraico, en este caso) que sirve, evidentemente, para clasificar.
Indiquemos, por ultimo, que al rango k se le denomina también numero de Betti
del grupo (en honor al topologo Betti) y que los gy, . . ., g, $€ cOnocen como coefi-
cientes de torsion del grupo (donde la palabra forsion tiene un sentido geométrico
en los espacios que “se tuercen sobre si mismos”), lo que no seria comprensible
sin conocer la génesis geométrica del estudio de los grupos abelianos finitamente
generados: histdricamente, fueron los matematicos (y Betti entre ellos) que se dedi-
caron a la Topologia (conocida entonces con el nombre de Aralysis Situs) los que
introdujeron los conceptos clave sobre los grupos abelianos y el famoso teorema
de clasificacion. (El estudiante de matematicas deberia comparar esta breve resefia
historica con la presentacion compartimentada que se hace actualmente de estas
materias: el Algebra es Algebra v, después, es utilizada en Topologia Algebraica.)

Sea como fuere, hemos reducido el problema de conocer los grupos de homologia
H,(X) al de calcular, para cada n, la lista (k; ¢, .. ., ¢n ), es decir los numeros de
Betti y los coeficientes de torsion. El algoritmo para calcularlos es elemental y su
descripcion nos va a permitir, simultaneamente, definir formalmente los grupos de
homologia. Nos apoyaremos de nuevo en el ejemplo de la Figura 3. EI proceso
comienza definiendo los grupos de cadenas del espacio X: C,(X). En el ejemplo,
puesto que solo hay elementos de dimension 0, 1 y 2, s6lo tendremos tres grupos de
cadenas no triviales:

Co(X) := Z*, generado por los vértices 10,1, 2,3};
C1(X) := Z5, generado por las aristas {01, 12,02, 13, 23};
Cy(X) = Z, generado por el triangulo lleno {012}.

Vamos ahora a hacer un poco de “algebra lineal” (aunque no sea sobre un cuerpo,
sino sobre ¢l anillo Z), para definir un homomorfismo dy : Co(X) — C;(X). Dicho
homomorfismo se define sobre los generadores a partir de la relacién “ser cara de™:
d2{012) := 01+ 12+20 = 01+12—02 (los signos provienen de la eleccidn previa
de una orientacién sobre los triangulos y aristas del espacio). Definido sobre los
generadores, existe una tnica extension a un homomorfismo de grupos. Sobre aristas
tendriamos andlogamente d; : C1(X ) — Cy(X) tal que, por ¢jemplo, d; (01) := 1-0.
Obsérvese el caracter simbélico, formal, de esta operacién (es decir, en ningtin caso
hay que identificar 1) con 1), pues los nimeros no son sino etiquetas, sin significado
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aritmético. Seria tal vez mas claro definir, genéricamente, d;(ab) := b—a. Asi, en
el ejemplo tenemos definido un par de homomorfismos de grupos libres:

Co(X) B 0 X)) By X).

En general, tendriamos una secuencia de homomorfismos, llamados operadores
de borde o diferenciales.

= ot (X)) ™ GO B O (X)) = CX) B X)) B CoX)

que satisfacen d,d,,,, = 0,¥n > 0. Esta es la condicién que plasma la observacién
geométrica de que “el borde de un objeto no tiene borde” y que, desde el punto de
vista simbdlico, cs puramente combinatoria. Por ejemplo, didy(abc) = dy(ab) +
dy{bc)—d;{ac) = b—a+c—b—(c—a) = 0, donde O representa ¢l elemento neutro del
grupo abeliano libre Cy{ X') (no confundir con la etiqueta 0 que hemos usado para los
vértices en las distintas figuras). La estructura algebraica (C,(X), d,) se denomina
complejo de cadenas. Segin la definicion, en cualquier complejo de cadenas se
verifica que la imagen del operador diferencial d, , 1, denotémosla por Im d,, 1, estd
contenida en el nucleo de d,, (formado por los elementos de C, (X') que van por d,,
al elemento neutro de €, 1(X)). Si como es habitual denotamos por Ker d, al
nicleo de d, (por kernel, en inglés) v teniendo en cuenta que estamos trabajando
con grupos abelianos, podemos considerar el grupo cociente Ker d,,/Im d, 1.
Pues bien, ese cociente es el n-ésimo grupo de homologia de X, o escribiendo con
formulas: H,,(X) = Ker d,/Im d,;1,Yn > 0.

Nuestro problema algoritmico se reduce pues a calcular, para cada n, el ntmero
de Betti y los coeficientes de torsion de ese grupo cociente. El primer paso consiste en
construir 1as matrices de incidencia del espacio X que son la expresion matricial de
los operadores diferenciales en términos de las bases (sistemas de generadores, mas
bien) candnicas. En concreto, en el ejemplo de la Figura 3 tendriamos dos matrices:

01 12 02 13 23 o Oig
0/~1 0 =1 0 0 ol 1
111 -1 0 -1 0 ol 1
2l o 1 1 0 -1 Y b
s\o 0 0 1 1 o3\ 0

Ahora nos aplicamos a diagonalizar estas matrices de enteros utilizando para ello,
por ejemplo, una variante del bien conocido (incluso para los estudiantes de primeros
cursos de matematicas o ingenieria) algoritmo del pivote (también llamado de elimi-
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nacion de Gauss):

10 -1 0 0 1010 0 10 0 0 0
11010_1;11010_2;(11110
0 1 1 0 —1 01 10 -1 01 1 0 -1
0 0 0 1 1 00 0 1 1 00 0 1 1
10 0 0 0 10000
@0 -1 =1 =1 0 01000
o1 1 0 1| "7 |oo100
00 0 1 1 00000

(donde el paso (1) corresponde a cambiar de signo la primera fila, el (2) a hacer
ceros en la primera fila, el (3) a hacer ceros en la primera columna y los puntos
suspensivos indican que se repite el proceso con la submatriz obtenida al eliminar
la primera fila y la primera columna).

Una vez la matriz diagonalizada, basta con contar ¢l nimero de entradas no nulas
para calcular el nicleo: Kerd, = Z° 3 = 7Z?. Algunas de esas componentes pueden
verse “anuladas” por los unos que aparezcan en la matriz diagonal correspondiente a
d, v otras pueden dar lugar a componentes de torsion (si en la diagonal de dy aparecen
elementos estrictamente mayores que 1, situacién que no se da en nuestro ¢jemplo).
Puesto que en el ejemplo obviamente I'm dy = Z se deduce que H (X)) = Z.
Resultado que, por otra parte, conociamos de antemano, puesto que m{X) = Z,
que es ya abeliano.

En cierto modo, este trabajo deberia acabar aqui, puesto que hemos descrito pro-
cedimientos algoritmicos (y facilmente trasladables al computador) para resolver
¢l rompecabezas planteado en la seccion 1. No me resisto sin embargo a dar unas
breves pinceladas sobre los problemas que interesan, mas alla de la divulgacion, en
el area de la Computacion en Topologia Algebraica.

6. Investigaciones y conclusiones

Podemos afirmar que aqui no termina, sino que empieza, el trabajo sobre la
cuestién que nos ocupa. La razon es que, pese a que los algoritmos descritos son
faciles de programar, lo que no es tan facil es que sean utfiles: la talla de las matrices
y ¢l namero de operaciones a realizar en los casos que realmente interesan a fos
topologos es tan grande que una implementacion irreflexiva serd inutilizable para
ellos. Dos mejoras evidentes, pero que ya requicren cierta sofisticacion desde el
punto de vista informatico, son representar las matrices de incidencia como matrices
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dispersas {(sparse, en inglés; puesto que tienen muchos ceros, no es conveniente
almacenarlos todos explicitamente), adaptando el algoritmo del pivote para ellas, y
también utilizar técnicas de aritmética modular (pues los enteros que aparecen en
los pasos intermedios de la diagonalizacién pueden llegar a ser tan grandes que los
computadores pueden ver rebasadas sus capacidades de manipulacién). Enunalinea
mas conceptual, otra buena estrategia es buscar espacios topologicos mas simples en
su descripeién (con menor numero de elementos en la triangulacion, por ejemplo)
pero del mismo tipo de homotopia que los de partida, para que los algoritmos sean
aplicados a estos modelos topologicos “pequenos”.

Esta ultima observacién me sirve para insistir en algo que ya dije anteriormente:
1a Topologia Algebraica no es sélo célculo (ni siquiera es €ste un aspecto que sea
central en ese area, al menos en su vertiente mas explicita, informatica). Labiusqueda
de modelos minimales, los teoremas de estructura (;cémo estan “pegados” los dis-
tintos invariantes?) o la destilacién de qué sea un tipo de homotopia (a traves de
la propuesta de familias completas de invariantes algebraicos), por citar sdlo tres
lineas, son temas de investigacion en Topologia Algebraica.

Ahora bien, una caracteristica curiosa, que parece muy especifica de la Topologia
Algebraica, es que para obtener informacion (finita) sobre espacios topoldgicos de
tipo finito (como las esferas, por gjemplo), los métodos conocidos pasan por la
construccidon y manipulacion de espacios de tipo infinito (no se trata solo de que los
conjuntos subyacentes sean de cardinalidad infinita, pues el de una simple arista yalo
es, sino de que no admitan descripciones finitas, que no puedan ser triangulados con
un ntmero finito de elementos, por ejemplo). Uno de esos espacios de naturaleza
infinita es el espacio de lazos de un espacio X. Es éste un conjunto 2.X de funciones
(concretamente, aplicaciones de la circunferencia 5! en X), que es muy util para
estudiar propiedades homotopicas de X. La utilizacién en la computacidn practica
de dichos espacios infinitos parecia un verdadero desafio. Hacia mitad de los afios
80, Sergeraert puso a punto unas iécnicas (la codificacién funcional y la homologia
efectiva [Se]) que permitieron mas adelante desarrollar una serie de programas de
computador [RSS], [SS] para el caleulo de grupos de homologia de espacios de lazos
iterados (o para ser mds preciso, de las versiones combinatorias, como conjuntos
simpliciales, de estos espacios {May]) y de grupos de homotopia.

Dichos sistemas, llamados respectivamente EAT (Effective Algebraic Topology)
y Kenzo, necesitaron en su desarrollo la utilizacién de técnicas informaticas avan-
zadas, que caen dentro de lo que se denomina Programacion Funcional. Con este
punto de partida, mi interés fue derivando hacia temas cada vez masrelacionados con
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la Informatica Tedrica, al comprobar que la experiencia adquirida en la construccion
de sistemas de Calculo Simbdlico para la Topologia Algebraica, podia ser utilizada
para realizar aportaciones en las Ciencias de la Computacién y, en concreto, en la
Especificacidn Algebraica de sistemas de Programacion Funcional.

Sirvan estas anécdotas de mi modesta trayectoria como investigador para ilustrar
la conclusién que me gustaria gue fuese extraida de todo lo precedente, mas alla
del tema especifico tratado. La moraleja seria que cuando un tema es interesante,
es esencialmente interdisciplinar (lo que he intentado hacer explicito introduciendo
a lo largo del texto los nombres de las distintas disciplinas involucradas). Que no
hay fronteras en el conocimiento y que el estudiante de matematicas tiene que estar
dispuesto a abandonar, cuando necesite enfrentarse a fondo con cualquier problema,
la vision compartimentada que los planes de estudios le ofrecen. | Viva el mestizaje!
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