Simetria y Sistemas Dinamicos

por
David Martin de Diego, CSIC

1. Introduccion

Una de las herramientas més poderosas de la ciencia modemna reside en el con-
cepto de simetria. Todos tenemos una idea intuitiva del significado de la palabra
simetria, asi, todos diriamos que un circulo es mas simétrico que un poligono irre-
gular.

[

Intentemos avanzar un poco mas en esta intuicion. Una definicion mas rigurosa
se la debemos al matematico HERMANN WEYL (1885-1955)

Un objeto se dice que ¢s simétrico si uno puede someterlo a ciertas
operaciones y el objeto permanece invariante después de cada una de las
operaciones. Cada una de las operaciones se llama simetria del objeto.
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Asi, por gjemplo un cuadrado es inveriante por las siguientes operaciones: rota-
clones de dngulos 7 /2, 7 v 37 /2; un circule o5 invariante para cuglguier rotacién de
dngulo ... Esta distincidn del circulo (v 1a esfers} como la fignrs “més simétrica”
fue observada con mucho interés en la antigiiedad. Por ello, no es de extrafiar que
los antiguos sstronomoes inicislmente eligieran Srbitas circulares para el movimiento
de los astros. De este modo, se escogia ¢t movimiento més perfecto posibis: el mas
simétrico. Pronto comprobaron dichos astrénomos que para predecir el movimiento
de os pianetss en su movimiento alrededor de Is Tierra deberian seguir trayectorias
més complicadas, gue simples circunferencias, para predecis su comportamiento
real. Pars ello escogieron Orbifas sirculares dentro de érbitas circulares, los Hame-
dos epiciclos y todo ello, para no salirse de la concepcidn mas perfects que podian
imaginer, la mads simetrica. Esta es una de las primeras aplicaciones ¢o ia simetris
2 un problema dindmico.

Pronto versmos que esiss aplicaciones iniciales ervdness se fueron perfeccio-
nando hasta obtener 1as teoriss actuales, todo ello, sin salirse del maravilloso marco
estdtico vy préactico inherente en ef concepte de simetria,

En muestra charla, estamos interesados en describir el papel v la importancia de
propicdades de simetria en modelos dinamicos; es decir que describen fendmenos

]

gue evolucionan en o Gempo,

La tecria de sistemas dindmicos proporciona una herramienta matemdtica para

el estudic v andlisis ds gran cantidad de procesos donde el comportamiento temporal

iene sspecial relevancia. De esta faceta viens su gran aplicacion 2 Ia Fisics, Quimics,

Biologia, Hconomiz e Ingenieria. Muchos de sstos modelos dindmicos aparecen

frecuentemente descritos usande ecuaciones diferenciales ordinarias o en derivadas
parciales.

Sophus Lie Felix Klein Frmy Noether
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Una de las principales ideas de SOPHUS LiE (1842— 1899) era mostrar que los
distintos métodos para resolver ecuaciones diferenciales pueden ser clasificados a
través del estudio del caracter invariante de dichas ecuaciones por un grupo con-
tinuo de transformaciones. Esta filosofia ya aparecia en los trabajos pioneros de
FELIX KLEIN (1849-1925) que llegd a definir la geometria como el estudio de
las propiedades del espacio que son invariantes bajo un grupo dado de transforma-
ciones (programa Erlangen). Matematicos y fisicos pronto reconocieron la profunda
relacidn entre el trabajo de Lie en ecuaciones diferenciales y las propiedades de
simetria en distintos modelos; y utilizando sus ideas y las de Hamilton, Noether...
se embarcaron en un programa de estudio cuyas implicaciones todavia se continuan
desarrollando.

En texto nos centraremos principalmente en el trabajo de EMMY NOETHER
(Erlangen, Alemania, 1882—Pennsylvania, E.E.U.U.,, 1935). Emmy Noether era
hija de un eminente matematico aleman, Max Noether. Su educacion escolar fue la
propia de una mujer de la clase media en la Alemania de fin de siglo, claramente
diferenciada de la ensefianza usual de un varén, Mas, muy pronto, ella se interesé
por seguir una educacion matematica universitaria. Tras muchas dificultades por su
condicién de mujer universitaria, consiguid el titulo de doctora en matematicas en
1907. Enseguida trabajo en el Instituto Matematico de Erlangen sin cobrar ningun
salario oficial; este periodo dur6 desde 1908 hasta 1915. En dicho periodo colabord
activamente con E.O. FISCHER, comenzando su trabajo en algebra. Asimismo,
colabord con matematicos tan prestigiosos como H. MINKOWSKI, F. KLEIN y
D. HILBERT. En 1915, se unio a Klein y Hilbert para estudiar la teoria de la
relatividad de A. EINSTEIN, culminando el trabajo con la demostracion de los
hoy conocidos como teoremas de Noether, basicos en la teoria de la relatividad
general y en mecanica general. En 1919 obtuvo permiso para dar clases en la
Universidad de Gottinga pero no empezo a recibir salario hasta 1922. En los afios
veinte inicio trabajo en otros ambitos de la matemadtica: teoria de grupos, teoria de
numeros... Su labor fue continuamente apreciada, culminando su reconocimiento
con una conferencia plenaria en el Congreso Internacional de Matematicas en Zurich
en 1932 y la obtencidon del premio Ackermann-Teubner en matematicas.

Desafortunadamente, con la llegada al poder del partido nazi en Alemania le fue
denegado el permiso para ensefiar en 1933, al ser Emmy Noether de procedencia
judia. Ante la peligrosidad de la situacion en Alemania, decidi¢ abandonar su pais e
ir a los Estados Unidos donde fue profesora del colegio Bryn Mawr. En 1935 murid
de una infeccion postoperatoria tras una extraccion de un tumor uterino.
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Sus contribuciones son una piedra angular en muchos ambitos de las matematicas
y la fisica. Esto nos hace pensar hasta donde habrian llegado sus contribuciones si
Emmy Noether no hubiese vivido en un ambiente de discriminacién femenina y
racial (al pueblo judio). En fin, es mejor no pensar en todo lo que se ha perdido
por demenciales modos de comportamiento social. Dejemos estas disquisiciones y
eniremos en materia.

2. Grupos en ecuaciones diferenciales

Frecuentemente cuando nos encontramos c¢on una ecuacion diferencial ordi-
naria intentamos resolverla utilizando los innumerables métodos de solucién (ho-
mogeneas, separables, exactas, admitiendo un factor integrante...) Todas ellas
aparecian ciertamente como tipos diferentes de ecuaciones diferenciales hasta la
contribucion fundamental de Sophus Lie a finales del siglo XIX. La idea consistia,
como hemos sefialado en la introduccion, en demostrar que los distintos métodos
de resolver ecuaciones diferenciales pueden ser clasificados a través del estudio del
caracter invariante de dichas ecuaciones por un grupo continuo de transformaciones.

Estos grupos son conocidos hoy dia como grupos de Lie y han sido estudiados
desde las distintas ramas de la ciencia matemaética: geometria diferencial, mecanica
clasica, topologia, geometria algebraica, teoria de la relatividad...

Consideremos las transformaciones dependientes del parametro a:
(@ z,y) — (2= d1(z,9, ). § = da(z,9,0))
Denotamos por ®,(z, y) = (#1(z. y,a), ¢2(%,y, 2)).
Decimos que forman un grupo continuo de transformaciones si se verifica que:
1) paratodo ay ', se tiene que: Dy = B0 P,
2) paraa =0, Po(z,y} = (z.y)

3) existe el elemento inverso, @®;!=3o_,

Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden
Flz,y,y) =0 (7.1)

Decimos que el grupo de transformaciones es una simetria de la ecuacion diferencial
(7.1) si transforma soluciones de la ecuacion (7.1) en soluciones de la ecuacion (7.1).
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Siy = h{z) es una solucion, es decir, F'(z, h(x), k'(z)) = 0, transformando la curva
integral (x, h{zx)) por el grupo de transformaciones obtenemos

(z, h(z)) L, (Z = ¢1(z,h(2),a),7 = da(z, h(z),a))

que sera una nueva curva integral de la ecuacion diferencial (7.1). Tras eliminacion
de z (si ello es posible), podemos escribir

g=H(Z, a)

donde, ahora, Z es arbitraria. De este modo, la solucién original y = A{z) se ha
convertido usando el grupo de simetrias en una familia uniparamétrica de soluciones
y = H(z,a) de la ecuacién (7.1), con H(z,0) = h(z).

De una solucion de partida hemos pasado a soluciones de la ecuacion diferencial
original para cada valor del pardmetro a.

Ejemplo 1 Consideremos la ecuacion lineal homogénea
§ = B(z)y.
La ecuacion es invariante por transformaciones de escala

Do(z,y) = (z,ay).

Como la aplicacion In : Rt — R convierte cambios de escala en translaciones
tenemos que:

In
(.’L‘, y) — (wvlny)
o,
(z,ay) » (z,In(ay)} = (z,lmy + Ina)
In

En las nuevas variables z = z y 2 = Iny, el grupo de simetrias actia como un grupo
de translaciones:
(z,z) — (z,z 4+ b).

Ademas, con este cambio de variable, la ecuacion inicial se convierte en

z = pBlx).
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Ejemplo 2 Consideremos, a continuacion, la ecuacioén de Riccati:
2
C 2
v+y— 2= 0 (7.2)
La ecuacién es invariante por el siguiente grupo de transformaciones

Doz, y) = (T = xe*, § = ye™*)

En efecto,

|
|
[
[~

a

r=Te ", y=7ge*

Sustituyendo en (7.2) obtenemos:

lo que prueba que las transformaciones ¢, envian soluciones de (7.2) en soluciones
de (7.2).

Tomemos ahora el cambio de coordenadas ¢ = Inxz y u = zy. Entonces:

(z,y) (Inz, zy)
D,
(xe, ye ) + (lnz + a, zy)
En las nuevas variables:
Yy = tie™™ — e,

donde 7, = du/dt y la ecuacion diferencial se escribe como la siguiente ecuacion de
variables separadas:
—u+ut—2=0.

3. Integrales primeras

Una integral primera (cantidad conservada, constante del movimiento,...) de un
sistema de ecuaciones diferenciales

i=f(tz), z€R", f:ACR*—R" (7.3)
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es una funcion F(t,z) tal que es constante a lo largo de las curvas integrales o
soluciones del sistema; es decir,

F(t,z(t)) = constante, Vt
y, para toda solucién z(¢) del sistema de ecuaciones diferenciales.
Ejemplo 3 Dado el sistema de ecuaciones diferenciales:
dz dy
- = -V =X
dt dt
Sumando miembro a miembro ambas ecuaciones

dz dy d(z +y)

— + z+y; prarapy = dt

dt dt
y, por tanto,
Injz+yl=t+C, z+y=ce, c>0.

Asi pues, F(t,z) = e”*(z + y) es una integral primera de] sistema de ecuaciones
diferenciales (7.3).

Geométricamente, para una constante fijada, podemos interpretar una integral
primera como una superficie n-dimensional en un espacio (n + 1)-dimensional, con
coordenadas locales ¢, z1, . . ., Z,, con la propiedad de que si una solucion de (7.3)
tiene un punto en comun con la superficie entonces esta solucion esta totalmente
contenida en esta superficie.

En otras palabras, si z(t) es una solucion de (7.3) y z(0) = z, entonces

F(t,z) = F(0,2(0)).

Si encontrasemos n cantidades conservadas independientes entonces, tendremos
resuelto nuestro sistema de ecuaciones diferenciales inicial.

El problema consiste en encontrar métodos para hallar integrales primeras de
nuestro sistema. Uno de los métodos mas conocidos, como veremos ¢n la siguiente
seccion, consiste en utilizar las simetrias de nuestro sistema.
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4. Simetria y ecuaciones diferenciales

Consideremos las ecuaciones del movimiento de una particula en un campo
conservativo:
mi = —grad V(z) (7.4)
donde V : R"® — R y m es la masa de la particula. A la funcion V se le llama la
energia potencial. La energia cinética se define como

1

Interpretamos () como el vector velocidad en el instante ¢ y a su longitud |£(¢)| la
velocidad en el instante .

La energia total del sistema se define como
E=T+V

Es sencillo demostrar para estos sistemas que la energia se conserva (es una integral
primera)®. Observa que

2@ vy =2 (P + Vi)

y, ademas,

L = 260, 40y, =

- Z(V(@(t)) = (grad V(w(t)),&(6)
donde (, ) denota el producto escalar usual en R™. Por tanto, utilizando la ecuacién
(7.4), obtenemos

o THV) =m(E(2), 2(t))+(gradV (z(t), &(t)) = (mi(t)+gradV (z(t)), &(¢)) = 0
Es decir, dada una trayectoria z(t) (solucion del sistema (7.4)), si en tiempo tg = 0
la energia total es E(x(0)), entonces para cualquier instante de tiempo es también
E{z(t)) = E(z(0)). Como la energia cinética siempre es mayor que cero, entonces
todas las trayectorias satisfacen U(z(t})) < E(z(0)) para todo t.

1De hecho es consecuencia de que la traslaciones en el tiempo t {f = t + a) son simetrias
de las ecuaciones (7.4)
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Ejemplo 4 Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales:
I = —I, o= —w?my

1,. . , . 1
La energia cinética es T = 5(3:% + 42) y la energia potencial V = 5(93% +w?z3).

Al ser la energia total del sistema una cantidad conservada, se deduce que
1. . . 1
5(331@)2 +39(6)%) + 5(331(15)2 +wiry(t)?) = E(2(0))
Entonces las trayectorias z(f) estan dentro de la elipse

2@ +wa}) < B (0))

No mucho mas se puede decir sobre el comportamiento de tales sistemas (quizas,
teorema de recusrencia de Poincaré, véase referencia [Al...), ¥ no se conoce, en
principio, mas informacion sobre el comportamiento de las trayectorias en sistemas
complicados que no pueden ser integrados explicitamente.

Sin embargo, si imponemos nuevas condiciones de simetria al potencial V' pode-
mos llegar a una informacién mas precisa sobre el comportamiento de las trayec-
torias. Supongamos, por ejemplo, que el potencial es invariante por rotaciones;
es decir V solamente depende de la distancia al origen de coordenadas (campo de
fuerzas central).

Sea n = 3 para simplificar, si tomamos
1
V(g)=zu(lzP), iR —R
entonces, las ecuaciones (7.4) se escriben para este caso particular como:
F = =/ (|z)*)z. (7.5)

Como cantidades conservadas, obtenemos la energia total £ y el momento angular
z(t) x z(t) (producto vectorial) puesto que

%(x(t) K B(t)) = #(t) x $(t) + (t) x £(t)
= 4(e) % 8(0) + 2(t) x (—/ (2 )at) = 0

Sin =2,V :R? — R, el momento angular se escribe:

21{t)Ea(t) — £1(t)x2(t) = constante
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para cualouier trayectoria 2{1) = {2:(2), x2{8)}.
Ejempls § La ley de conservacidn del momenio angular fue descubdenta por Kepler
&l observar ¢l movimiento de Marte,

Introduzcamos coordenadas polares v = [w{¢)] v 6. Entorces

3+
A

= r{t} cos (1)
= v{t)send(t}

T4

&5
L&)
Sttt
E ™
ettt Sai”

siends sus derivadas

£(8 = F{E)cosB{E) —s {g)@{ Joend{t]

et

Boli} = #{E)sent{f) -+ r(0FE) cos H{E)

AN

¥ @
REOnCes I Kenle

E{Bxa{t) — 51 (E)Ea(t) = r¥{£)8(2) = constante
Por tsnto, hemos obienido que
Q.
i
o, para cada solucidn £(f): #26 = &, € R. Denotemos por A(2) ¢l drea barrida
por el vector 2{2) en el Hempo muwmda defyat:

it - s
A= [ %r"’é‘dﬁ = Gt — to)

253 = 0

Por tanto, Alt) = L{r{1}}*6(¢) = constante.
¢ z

Podemos ahorz enuneiar una de las leyes de Kepler para el movimiento plane-
tario: el segmento gue une un planeta al sol barre dreas iguales en tiempos iguales
{A = congtante).

8. Céleulo variacional
Frecueniemente, nos hemos enconivads con ¢f preblema de caloular méximos y
rinimos {si existen} de una funcidn on un clerio dominic, Matematicaments,
[ mén f{E) 4 { wain £{(7)
| zeM e M
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Este tipo de planteamientos corresponden a lo que suele llamar optimizacion
estatica. Muchas veces también es interesante plantearse problemas en los que,
en vez de hallar puntos donde alcanza un maximo o un minimo una funcion, se
busca encontrar una funcion entre una familia de funciones de modo que maximice
0 minimice un determinado problema. Se suele denominar fincional a aquella
aplicacion que toma valores en un determinado conjunto de funciones. Ejemplos
de funcionales son, por ejemplo, la aplicacion que asigna a cada curva plana que
une dos puntos su longitud; o, también, la aplicacion que asigna a cada superficie
su area (finita o infinita).

El cdlculo de variaciones nos va a permitir estudiar los maximos y minimos de
los funcionales.

Consideraremos curvas en R" 2que comienzan en el punto gy en el tiempo
y finalizan en el punto ¢ a tiempo ¢; (£; > %p). Definimos el espacio de caminos
C?(go, q1; [to, t1]) como el espacio de curvas o : [tg, 1] — R" tales que o(ty) = go
y o(¢1) = ¢; y son dos veces diferenciables.

?En general, el &mbito m4s general para trabajar no serfa el espacio euclideo, si no sobre
una. variedad diferenciable.
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En particular estamos interesados en el siguiente funcional:

F: Cgoq;[tot)) — R P
i
o — [ Lt o), Z(t) dt (76)
to dt
donde a L se le llama la fincion lagrangiana £ : R***! — R. Unproblema habitual
consiste en encontrar las curvas ¢* que maximizan o minimizan el funcional 7. Para

ello estudiemos, en primer lugar, los puntos criticos de este funcional.

Teorema E!fincional F definido en (7.6) tiene un punto critico en ¢* si y solamente
si o* es una solucion de las ecuaciones diferenciales de Fuler-Lagrange:

d { oL aL .
E(@)-B-Q—A_O,lgzignzdlm@.

con condiciones iniciales q(to) = qoy q(t1) = ¢

Es decir, para encontrar los puntos criticos necesitamos resolver un sistema de
n-ecuaciones diferenciales de segundo orden en forma implicita.

Estas ecuaciones se escriben en coordenadas (¢*) = (q', ..., ¢") del siguiente
modo:
d { 6L oL
— | — | - = < <
dt(an) P 0,1<A<n

es decir, una ecuacion diferencial de segundo orden en forma implicita:

"CPL 5 & &L 5 8L 8L

=4 + - - — =0,1<A<n
BZ=:1 9qAGE BZ=:1 3qA3qu 5340t  BgA
que, de un modo mas simplificado, escribiremos:
2 2
0°L g &L g oL aL:O,lgASn

v + o= - = -
862F T " 8529q7 T 020t~ DA
entendiendo suma cuando aparezcan superindices repetidos.
Distinguimos los siguientes casos particulares:

1) L(t, ¢*), las ecuaciones se reducen a la ecuacion diferencial de primer orden:

—— = constatite

dq
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OL .

2) L{t, q*), las ecuaciones se reducen a B_qA = {), que define implicitamente la
solucion g* = ¢*(t); aunque el problema no tenga solucion para condiciones
iniciales prefijadas.

3) L{g, g), enel caso de que el lagrangiano no dependa explicitamente del tiempo,
las ecuaciones se esctiben:

&L 4 &L 5 0L
59 + 7= 9 — a3
d¢4¢s 0¢"0q" dg*

Obsérvese gue en este caso:

d(.ABL L)qu( 92 B L 'L BL)ZO

=0

i \? 834~ 92077 T 95%ogP T T 8¢
. .4 OL :
Por tanto, F(q,¢) = ¢ @ — L es una cantidad conservada (suma en A).
Esta cantidad conservada se denota por Ey y representa la energia total del

sistema.

Ejemplo 6 Entre todas las curvas que pasan entre dos puntos fijos Ay Z, ;qué curva
genera la superficie de revolucion con area minima cuando la rotamos por el eje
horizontal?

El problema consiste en minimizar el funcional

Flyl = 2n fz y(1+ 9732 dt
o, el funcional, .
Fly = [ y(1+5%)" 2t

Como la funcion lagrangiana no contiene el tiempo ¢ explicitamente, entonces se
conserva la energia; es decir,

w1+ 9™yl + ") =c
Multipticando por (1 + 4°)'/?, queda

y=cy(1+7%),

despejando obtenemos la siguiente ecuacion diferencial
dy

——— = dt.
VT =
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Integrando,
=t+k

ke _ YTV y? -
[

Despejando ¥ se tiene que
C
— 2|tk /e —(t+k) /e
y{t) = 5 [e +e }
que es un tipo de catenaria. La superficie obtenida es la catenoide.

Ejemplo 7 El modelo de Ramsey se plantea que parte del producto interior de un
pais debe ser dedicada al consumo actual para aumentar la utilidad actual y cuanto
debe ser ahorrado o invertido para la futura produccién y, por tanto, consumo, y asi
garantizar la utilidad futura.

Se supone que 1a produccion viene dada por la accion del capital K yla del trabajo
L. Al no suponer cambio tecnoldgico, la funcién de produccion ¢ no depende del
tiempo:
@=Q(K.L).
Se supone también, para simplificar el modelo, que no hay depreciacion del capital
y, ademas, que la poblacién es estacionaria.

Por tanto, la produccion puede ser consumida o ahorrada, pero aquella parte
ahorrada debe dar lugar a inversién y acumulacion de capital. Usando la notacion

habitual tenemos que ‘
RQ=C+S=C+K,
o, de otro modo, C = Q(K,L) — K.
El consumo contribuye al bienestar social a través de la funcién de utilidad social
U = U(C), con utilidad marginal no creciente U”(C) < 0 (es decir, I es concava).

Para producir los bienes destinados al consumo se incurre en una pérdida de
utilidad D = D(L) del trabajo, siendo D convexa. La utilidad total de la sociedad
vendra dada por U(C} — D(L).

El problema de planificacion econdmica consiste en maximizar la utilidad total
actual, asi como, la futura. En definitiva, tenemos el siguiente problema

mix [ "PlU(C) - D(L) dt = / U(Q(K, L) - k) - D(L)] dt
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Como esta integral en principio no converge, Ramsey reemplazo el anterior problema
por el siguiente

min [ [B~U(0)- D(I)]di= [ (B~ UQUK,L) - K) - D(L)dt
donde B denota la utilidad total méaxima alcanzable.
En este caso la funcidn lagrangiana es £ : TR? — R definida por
LK, L;K,L)=B-U(Q(K,L)- K)— D(L),
Las ecuaciones de Euler-Lagrange para este lagrangiano son:

da oLy oL _ dp  0Q
dt \9K ) 0K at ek T
d (6£> oL 8Q

0

G\ar) "7 = Har ~P@=0.

oL
siendo p = dU/dC.

Al ser un sistema auténomo, la energia es una cantidad conservada. Tras un
calculo simple, llegamos a que:

. oU

E: = —f;'g—K —~ B+U(C)— D(L)
= K25 - B+U(0)~D(I).

Tenemos a lo largo del camino ptimo K*(t) que
K*(t)u(t) — B+ U(C(t)) — D(L(t)) = constante

0, de otro modo, L
K*(t) _ B - U(O(;)(i)“i' D( (t)) ) (7_7)

La ecuacion (7.7) es conocida como la regla de oro de Ramsey.
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6. Teorema de Noether

Consideremos un grupo uniparamétrico de transformaciones

g= 99((.?: a') = (Pa(t)
de tal modo que deje invariante la funcién lagrangiana L : R*" — R; es decir,

Llg.4) = L(5:8) = Lg(g, o), (olg,) (7.9

Notemos
®(t,a) = ¢(q(t), a)
donde ¢(¢} es una solucion del problema variacional para el lagrangiano L y sea

. 5D . 8D
o = e —(t,a), ¢ = B —(t,a)

Denotaremos por & 4 las n-componentes de la funcion vectorial ®.
Por (7.8) el valor del lagrangiano no depende del valor del parametro a. Asi,
derivando (7.8) con respecto a a obtenemos que
aL . aL .o
'(M—A(‘I’,‘I’)‘I"A + 5&3(‘5,@) a=0

Como ®(¢, a) es también una solucion (observa la forma del funcional) sustituyendo
(7.6) entonces ha de satisfacer las ecuaciones de Euler-Lagrange

d { OL : aL
— | = (P, ® &
dt (an( ' )) dq 52 )
Sustituyendo en la primera expresion:
d { 0L 5
¥ (8:] (D, (Ib)) 3 (@, <I>)<I> =0

es decir,

4 (;ﬁ(fb cb)@') =0

Para o = 0 obtenemos la sigulente constante del movimiento

T2 )

a=0
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Ejemplo 8 Retomemos las ecuaciones (7.5) para el caso n = 2 que provienen de un

potencial
1
Viz)= 51}(\;’:1:24—3;2), v:Ry —R

siendo las ecuaciones que determinan la evolucion del sistema

{ i = —v' (/2 +y)z

Estas ecuaciones son las ecuaciones de Euler-Lagrange para el lagrangiano

1 1
L(mayai':y) =T-V= -2-m(:r2 +y2) — EU(1 /12 +y2)

Si consideramos la transformacion (giro de dngulo a)

I = xcosa+ ysena
Y = —xsena -+ ycosa
se tiene que
T = Zcosa + ysena, y = —Isena + ycosa

y el lagrangiano es invariante; es decir,
L(z,y,2,9) = L(Z,3,7,9)
Aplicando el teorema de Noether encontramos que
dz
da

dy
%(0) = (—xzcosa— ysena)lazo =—z

(0) = (—zsena + ycos a)lwo =y

Luego, la cantidad conservada es Ty — ¢z = constante.
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