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1. Introduccion

Los casos en los que los métodos analiticos proporcionan informacion acerca de
cuestiones de naturaleza algebraica, son usualmente instancias del principio enun-
ciado por Hecke:

3

el preciso conocimiento del comportamiento de una funcion analitica en
una vecindad de sus puntos singulares es fuente de teoremas aritméticos”.

Este principio continda inspirando investigaciones y conjeturas hoy en dia, ya que
muchos problemas puramente algebraicos son abordados por métodos analiticos.

Uno de los mas sorprendentes fenémenos en teoria de niimeros es precisamente
el hecho, de que un gran numero de profundas propiedades aritméticas, de una
amplia clase de objetos, estan codificadas dentro de una simple funcién analitica,
su funcion zeta. Por esta razon, la funcidon zeta, como sus generalizaciones (las
L-series) han acaparado un primer plano en la escena aritmética de hoy, y mas que
nunca, son ¢l foco de investigaciones aritmético-teoricas.

Esta funcion tiene una forma simple, pero no esta dispuesta a revelar sus mis-
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terios. Sin embargo, cada vez, que intentamos desentrafiar alguna de sus bien
guardadas verdades, podemos esperar vernos recompensados por la revelacion de
algunas fascinantes y maravillosas relaciones, cargadas de significativos resuitados.
El prototipo fundamental de tales funciones es la funcion zeta de Riemann.

La funcion zeta de Riemann clasica, es la funcion de variable compleja,
o0
= Z n—S,
n=1
definida para R{s) > 1 y que satisface la relacion de Euler,
=[11-»9"
r

donde el producto se halla extendido a todos los primos. La identidad de Euler
expresa, en una simple ecuacion, la ley de factorizacion unica en primos de los
numeros naturales. Esto ya demuestra la importancia tedrico-numérica de la funcion
zeta.

Riemann demostro que { podia ser extendida a una funcion meromorfa en el
plano complejo con un polo simple en s = 1y que si

£(s) = 53(s = ¥ () (o),

entonces £ es una funcidn entera que satisface la ecuacion funcional £(s) = £(1
Mas ain, conjeturé que todos los ceros de £ se hallaban sobre la linea R(s) =

)

Mli—l l

Mas tarde, Dedekind generaliza la funcién de Riemann a un cuerpo arbitrario de
numeros K (extension finita de @), por definir
Ck(s) =D _(NI)™
I

donde Z recorre todos los ideales del anillo de enteros .4, del cuerpo numérico K,
y la norma NZT es el nimero de elementos del anillo cociente 4/Z. Y obtuvo la

relacion de Euler,
(s)=[[(1-NP)~) (2.1)
e
donde el producto se extiende a todos los ideales primos 8 de .A y muchos afios
después, Hecke demuestra que (k puede ser extendida a una funcion meromorfa
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y satisface una ecuacion funcional {mucho mas complicada) generalizando a la de
Riemann. Tenemos asi, un andlogo de la funcion zeta para cualquier cuerpo de
niumeros. La funcion zeta de Riemann (y las [-series de Dirichlet) estan asociadas

al cuerpo Q.

Formalmente, la relacion (2.1) solo hace uso de dos propiedades del anillo A:

(1) que es un anillo de Dedekind,

(2) que el cuerpo A/ es finito para todos los primos, siendo ademads la norma NV
una funcién completamente multiplicativa.

Estas (-funciones fueron el punto de arranque para la definicion de la funcion
zeta de una variedad algebraica y la formulacién de las famosas conjeruras de Weil
para variedades sobre cuerpos finitos, relativas al niimero de soluciones de ecua-
ciones polindmicas sobre dichos cuerpos. Sento las bases de una nueva geometria
algebraica en su lenguaje de esquemas y la cohomologia étale (en particular de la
cohomologia {-adica).

Después de 25 afios de intenso trabajo por un grupo de eminentes matematicos
bajo la batuta de A. Grothendieck (en el Instituto de Estudios Cientificos Superiores,
THES, en Paris), durante ¢l cual resultados parciales fueron obtenidos, fué en 1973
cuando, P. Deligne encontré una prueba de la ultima conjetura de Weil, la llamada
hipotesis de Riemann-Weil para variedades sobre cuerpos finitos. Una de las ra-
zones de la elegancia de las conjeturas de Weil es la intrigante conexion indirecta
entre las propiedades topoldgicas y geométricas de la variedad (caracteristica de
Euler-Poincaré y, ...} consideradas sobre los complejos y las propiedades teodrico-
numéricas (el nimero de puntos de la variedad) consideradas sobre un cuerpo finito.

La funcion zeta de una variedad algebraica y las conjeturas de Weil son uno de
los mas bellos ejemplos de unidad e imaginacion en la historia de las matematicas.

2. Variedades sobre cuerpos finitos

Como muchos problemas de teoria de numeros, la historia comienza con Gauss.
En su trabajo sobre las leyes de reciprocidad, introduce las llamadas sumas de Gauss
(siendo la mas conocida
p ( omiz?

Y exp

=0

),con p primo).
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Para evaluar estas sumas, necesita conseguir (mediante métodos elementales) el
numero de soluciones en F, de las congruencias,

ar® — byt =1, aer'-bt=1, ¢ =az'-b(modp).

Poco después, Jacobi invierte el proceso y usando propiedades elementales de
las sumas de Gauss, trata de estimar el nimero de soluciones de cierto tipo de
congruencias, donde los métodos elementales resultan engorrosos.

Cuando Hardy y Littlewood estudian el problema de Waring, se enfrentan al
problema de estudiar ¢l comportamiento asintético del numero de soluciones de la
congruencia

¥+ ...+ 2F = 0(modp)

y para este proposito, hicieron uso del método de Jacobi.

Mas generalmente, en 1949, Hua-Vandiver y A. Weil simultdéneamente, dieron
- r—1 r . .
el estimado N =¢" + O (qT) para el nimero de soluciones NV de las ecuaciones

aoccg" +...+ar$f” =0, apay...a, #0,

en cualquier cuerpo finito F, con ¢ = p/ elementos. Resultados similares fueron
obtenidos por Davenport (1931) y Mordell (1933) para la ecuacion y™ = F,(z) en
IF,, donde P,(x) es un polinomio de grado n, estimando N = p + O{p*™™) con
3 < ¢(m,n) <1 '

En su tesis (1921), E. Artin observo que las congruencias algebraicas en dos
variables modulo un primo p, podian ser interpretadas como ecuaciones algebraicas
en el cuerpo primo F,, y que existia una notable analogia entre el anillo de polinomios
F,[X] y el anillo de enteros Z.

Para explotar esta analogia, Artin consideré entonces el cuerpo finito I, (ex-
tension finita de IF,,) y trabajo con el anillo definido por la clausura entera, .4, del
anillo F,[X] en el cuerpo de descomposicion del polinomio Y2 — f(X) € F,[X,Y]
(extension cuadrética de F,[X]), donde f(X) € F,[X] y sin raices multiples. Este
anillo A es un dominio de Dedekind, es decir, todo ideal posee una factorizacion
unica en producto de ideales primos y todo ideal primo es maximal. Esta situacion
es completamente analoga al caso de cuerpo de numeros.
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Esto le permite a Artin definir la {-funcién {,(s) delacurvac: Y2 — f(X) =0
como sigue:

Definicién Sea ¢ : Y2 — f(X) =0, f(X) € F,[X]. Entonces, la {-funcién de c es
C(8) =Y (NI)™®, R(s)>»0
z

donde N7 es la norma del ideal 7 C A, es decir la cardinalidad del anillo cociente
A/I. De nuevo obtuvo una representacion de {.(s) como un producto

Cel8) = 1;3[(1 —NP)), R(s) >0 (2.2)

donde el producto esta tomado en los ideales primos de A, los cuales son maximales
(por ser A anillo de Dedekind). Por lo tanto .4/ es una extension finita F.,
de F, y NP = ¢*P donde deg(P) = v es el grado del punto cerrado z de c,
correspondiente al primo P € Spec(.A) (conjunto de ideales primos de A).

Artin notd que la teoria de su (.-funcion zeta era esencialmente mas simple
que para la (g-funcién de Dedekind. Para su funcion, comprob6 que podia ser
escrita (.(s) = Z(g~*®), con Z(T') una funcion racional con coeficientes en @, que
la ecuacion funcional para (., expresaba el cociente Z((1/¢T)/Z(T) como una
funcién racional con ceros y polos conocidos y conjeturd que todos los ceros de
Z(T) se hallaban sobre el circulo |T'| = ¢#, verificando 1a conjetura para muchos
polinomios f(X) de bajo grado.

Abhora, los primos ‘R para los que A/P es isomorfo a F, (es decir, N = g),
corresponden biyectivamente con los homomorfismos A — I, y cualquiera de ellos
envia (z,y} — (a,b) € F2, donde b® = f(a), es decir, que el nimero de soluciones
de la ecuacion Y2 — f(X) = 0 en F, es exactamente el numero N; de estos primos.
Por oto lado de la relacion (2.2) se sigue que

log Z(T) = N\T + ...,
en un entorno de 7' = 0, de donde el conocimiento de Z(T'} implica el de N, y la
hipétesis de Riemann implicaba que
M —ql Segr, (Mi=g+0(gh)),
coincidiendo sus resultados con los trabajos de congruencias de Gauss.
Para una variedad arbitraria no singular X sobre un cuerpo finito F,, ¢ = p/,

Weil (1949) qsé esta formula producto para definir la expresion de la {-funcidn,
(x(s) de X. Esta se define por:
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Definicién Para una variedad algebraica no singular X/F,,

-1
Gelo) = I (1= Nyt = T] (1-74%)
z€lX| TE(X|
donde el producto cotre en los puntos cerrados |X | de X, N(r) denota el mimero
de elementos del cuerpo residual k(z) de X en z, y deg(z) = [k(z) : F,]. Haciendo
T =4q¢"y Z(T) = Z(X/F,,T) = (x(s), no es dificil demostrar que

N,
Z(T)=exp | > —=T"
vl v
donde, N, = deg(x), es el niimero de puntos de X con coordenadas ., es
g

deg(z)/v
decit, X (Fg).

3. Conjeturas de Weil

Tenemos entonces el siguiente profundo teorema, primeramente conjeturado
por Weil (probado por él mismo para curvas y variedades abelianas, y probado
completamente por Deligne en 1974):

Teorema Sea X /F, unavariedad proyectiva no-singular de dimension d. Entonces,
se verifican las propiedades:

1. Racionalidad de la funcion zeta: la serie Z(T') es una funcion racional de T,
es decir, Z(T) € Q(T),

2. Ecuacion Funcional: existe un entero x (llamado la caracteristica de Euler de
X), tal que Z(1/(¢°T)) = £q™/*TxZ(T'), donde paral # p es

X = Z dzmH etr Ql):

3. Localizacion de ceros v polos: la funcion racional Z{T') factoriza

PA(T)Py(T).. . Poas(T)
Po(T)Py(T) ... Pog(T)

donde para todo i, P,(T) € Z(T), Py(T) =1~ T, P,y = 1 — ¢°T, y para
los otros i, Py = T[(1 — wyT), con lwy;| = q¥/%
3

2(T) =
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La primera afirmacion fué probada por B. Dwork unos afios antes que Deligne,
haciendo uso de técnicas elementales de anélisis p-ddico y tiene profundas implica-
ciones practicas para resolver sistemas de ecuaciones polinomicas sobre cuerpos fini-
tos, Viene a decir que existen un conjunto finito de niimeros complejos o, ..., o,

t U
Bh,...,Putal queparatodo v =1,2,.. , setiene que N, = Y "ar — > 5.
1 1

En otras palabras, una vez que determinamos los a;, 3; con un numero finito de
los IV, se tiene una simple formula para predecir el resto de los V,.

Los espacios de cohomologia considerados en el segundo parrafo son los étales,
sobre el cuerpo l-adico Q;, donde ! es un primo diferente a la caracteristica p de
la variedad X. Grothendieck fue capaz de generalizar en una forma muy original,
los conceptos de topologia y de haz, para asociar a cada variedad X un grupo de
cohomologia étale HY{ X, Q1) con coeficientes en Q.

Pero, la parte mas dura del teorema corresponde a la ultima afirmacién, que dice
que |wy| = qz. Esta es la llamada hipétesis de Riemann para variedades sobre
cuerpos finitos. Haciendo ((s) = Z(q~*), la relacion jw;;| = q2 es equivalente a la
afirmacion R(s;;) = 3 (¢7% = ;1;), es decir que los ceros de ((s) se hallan sobre la
 linea R(s) = 3, tomando una forma similar a la conjetura de los ceros de la funcién
zeta, lo cual explica el nombre de conjetura de Riemann.

Notar que si el teorema es cierto para hipersuperficies proyectivas implica su
validez para variedades proyectivas, como consecuencia de las simples relaciones:

N, = N+ N* = Z(T) = Z(T)*Z(T)*
N, =N, = N* == Z(T) = Z(T)"/Z(T)™"
N,(f,g9) = N(f) + No(g) - Nu(fg)

donde N,(f,g,...) designa el nimero de soluciones del sistema de ecuaciones
{f=10,9=0,...} en el cuerpo finito F,.

Finalmente, si los coeficientes de las ecuaciones que definen a X fueran la clase
mod p de enteros, (coeficientes de ecuaciones de una variedad no singular X en Q")
el grado de cada F; seria el i-ésimo numero de Betti de la variedad X.

Estas conjeturas sugieren una profunda conexion entre la aritmética de las va-
riedades algebraicas definidas sobre cuerpos finitos y la topologia de variedades
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algebraicas definidas sobre los numeros complejos. Weil apunto, que si se tu-
viese una adecuada teoria de cohomologia para variedades abstractas, andloga a
la cohomologia ordinaria de variedades definidas sobre los complejos, entonces se
podrian deducir sus conjeturas desde varias propiedades estandard de la teoria de
cohomoiogia.

Esta observacion ha sido una de las principales motivaciones para introducir
varias teorias de cohomologia en geometria algebraica. En 1963, A. Grothendieck
fué capaz de mostrar que su cohomologia [-adica tenia suficientes propiedades que
implicaban parte de las conjeturas de Weil (la racionalidad de la funcidn zeta), pero
fué Deligne quien demostro el resto de las conjeturas (especificamente el andlogo a
1a hipdtesis de Riemann, considerada como la culminacion del estudio de la coho-
mologia [-adica, comenzada por A. Grothendieck, M. Artin y otros).

Pero, ;como conecta esta hipotesis para variedades con el problema inicial de
Gauss y con las cotas para el numero de soluciones de congruencias sobre cuerpos
finitos?.

Pues muy sencillo, el teorema de Deligne (hipdtesis de Riemann) implica, me-
diante un facil calculo, que el nimero de puntos de grado uno, N;, (es decir,
X(F,)) de una variedad proyectiva no singular de dimension d sobre F, tiene el
estimado [Ny — (1+qg+...+¢%}| < bq#, donde la constante b puede ser computada
explicitamente, esta es el d-ésimo mimero de Betti de la variedad sobre los comple-
jos que tiene el mismo grado que X. Este estimado coincide o mejora los trabajos
desde Gauss a Artin.

4. La funcién zeta global de una variedad

Sea X/K una variedad (proyectiva y no-singular) de dimension d, definida por
ecuaciones con coeficientes en K, un cuerpo numérico (extension finita de Q).
Después de eliminar denominadores, podemos asumir que nuestra variedad tiene
coeficientes en A (el anillo de enteros de K). Para todo primo ‘B, consideremos la
variedad X (*B3) /F, obtenida por reducir los coeficientes modulo i3, siendo ¢ = N,
la cardinalidad de A/%P {puede ocurrir que la variedad obtenida sea singular, lo cual
ocurre para un nimero finito de P).

Para todo v > 1, sea N,('PB) el nimero de puntos de X (*P3) definida sobre el
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cuerpo finito Fy» y consideremos la serie formal de potencias, en la variable 7™

Zgp(T) = exp (Z MT") .

vl Y

Ahora, con todas las Zg(T') locales podemos formar la funcion zeta global de
variable compleja s (con R(s) > 0, es decir, suficientemente grande) por

$(X,8) =[] Znlg™)
6]

donde el producto se halla extendido sobre los primos ‘3 de .4, donde X posee buena
reduccion, es decir donde X (8) es no-singular (que X no posea buena reduccion
s6lo en un numero finito de primos, es un resultado clave).

De esta forma, la funcion zeta global codifica gran cantidad de informacion
aritmetica.

Muy poco se conoce de la funcidn zeta general. Se cree (;se puede conjeturar
cuando solo unos pocos casos han sido corroborados?) que puede ser extendida
analiticamente a una funcién meromorfa con una ecuacion funcional (siempre que
los factores locales, en donde la variedad posea mala reduccion, sean definidos en
una forma alternativa) y satisface la hipotesis de Riemann, es decir aparte de los
ceros triviales, todos los demads ceros y polos estan en una cierta linea vertical en el
plano complejo.

Notar que se puede recuperar la clasica funcion zeta de Riemann, considerando
X el punto 0 y en forma general, se puede recobrar la funcion zeta de Dedekind
de un campo numérico K, por tomar para X la variedad 0-dimensional, definida en
la linea proyectiva por P = 0, donde P es el polinomioc ménico con coeficientes
enteros definiendo el cuerpo sobre Q.
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