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Magfco. e Excmo. Sr.- Rector,
Ezcmas. e Ilmas. Autoridades,
Ilmos. Srs. Membros do Claustro da Universidade,
Minias Donas e meus Senores,

Dentro do turno rotatorio establecido entre as diferentes
Facultades e Escolas da nosa Universidade, correspéndelle &
Facultade de Matematicas o honor de que un dos seus membros
pronuncie a Leccién Inaugural que marca o inicio deste novo
Curso Académico 2000-2001, curso de tan especial significado
xa que é o de comezo dun novo século.

Cando o Magfco. e Excmo. Sr. Rector me comunicou
a mifia designacién para ocupar esta tribuna, comecel a sen-
tir, inmediatamente, o peso da responsabilidade de ter que re-
presentar, dalgiin xeito, a tédolos meus colegas da Facultade
de Matemaéticas nesta ocasién tan especial, e vifieron 4 mina
memoria imaxes das ddas tltimas veces nas que un matematico
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tivo a honra de protagonizar un acto semellante na nosa Uni-
versidade: o Profesor D. Enrique Vidal Abascal, o meu querido
mestre, faldindonos da influencia dalgtins matematicos e univer-
sitarios no renacemento cultural de Galicial, no acto de aper-
tura do curso académico 1973-1974, e o Profesor D. Eduardo
Garcia-Rodeja Ferndndez, mestre de alxebristas, reflexionando
sobre a matemdtica antiga e a matematica actual?, no acto
de apertura do curso académico 1983-1984. Moito temo que
eu, co meu modesto discurso, non serei quen de acada-la al-
tura cientifica dos discursos que pronunciaron os meus mestres,
polo que dende agora lles prego a vostedes sexan benevolentes
comigo no seu xuizo 6 remate da mifa intervencién.

Aceptado con pracer o encargo de pronunciar esta Leccién
Inaugural, comezaron de seguido as mifias dibidas respecto
da eleccién do tema. Porque, jsobre que cuestién matemitica
poderia eu falar para unha audiencia que sen dibida estars
formada maioritariamente por non mateméticos?

Estou seguro de que os meus colegas matemadticos presentes
neste acto comprenden a dificultade que entrafia unha tal de-
cisién.

Afortunadamente para min, nesta ocasién a decisién foi
bastante doada, xa que o ano 2000 estd a ser o Ano Mundial
das Matemdticas, e que mellor eleccién que seguir as recomen-
daciéns da Unién Matem43tica Internacional, expresadas na sta
Declaracién de Rio de Janeiro, e aproveita-la ocasién para ten-
tar mostrarlles a vostedes, ainda que sexa dun xeito moi limi-
tado e parcial, como son e que significan as Matematicas nos
nosos dias, faldndolles un pouquifio do seu pasado inmediato,

'E. Vidal Abascal, Influencia de algunos matemdticos y universitarios en el re-
nacimiento cultural de Galicia, Separata do Boletin da Universidade Compostelana 80
(1973).

2E. Garcia-Rodeja Fernindez, Matemdtica antigua y actual, Secretariado de Publ.,
Universidade de Santiago de Compostela, 1983.
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do seu presente e do seu futuro, tal e como reza no titulo do
discurso.

A DECLARACION DE RiO DE JANEIRO

No mes de maio de 1992 o Comité Executivo da Unién
Matematica Internacional (UMI) celebrou unha das sias reu-
niéns ordinarias en Rio de Janeiro, como un mais dos actos con-
memorativos do corenta aniversario da fundacién do IMPA, o
Instituto de Matemadticas Puras e Aplicadas de Rio de Janeiro,
un dos centros de investigacién matematica mdais importantes
e conecidos do mundo. Por certo, dase a curiosa circunstan-
cia de que, naquel entén, o Presidente da UMI era o Profesor
Jacques-Louis Lions, Doutor Honoris Causa pola nosa Univer-
sidade. Durante esa reunién, mais precisamente o dia 6 de
maio de 1992, a UMI acordou declarar o ano 2000 como Ano
Mundial das Matematicas.

Esta declaracién, conecida na comunidade matematica co-
mo a Declaracién de Rio de Janeiro, establece tres obxectivos
a acadar coa celebracién deste Ano Mundial:

2 — definir cales son os grandes desafios que deben afrontar as
Matematicas no século XXI,

2 — impulsar o reconecemento das Matematicas como unha
das pezas claves para o desenvolvemento econémico e cul-
tural das naciéns, e

32.— promove-la imaxe publica das Matematicas, impulsando a
sua presencia na “sociedade da informacién”.

Esta iniciativa da Unién Matematica Internacional foi poste-
riormente secundada e apoiada pola UNESCO que, na stia
Asamblea Xeral do 11 de novembro de 1997, adoptou unha
Resolucion de apoio redactada nos seguintes termos:
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Considerando a importancia central das Matematicas e
das sdas aplicaciéns no mundo actual, con respecto das
ciencias, das tecnoloxias, das comunicaciéns e da econo-
mia, entre outros moitos campos.

Consciente de que as Matemdticas estdn fondamente en-
raizadas en moitas culturas, e de que os mais destaca-
dos pensadores contribuiron significativamente, é longo de
milleiros de anos, 6 seu desenvolvemento.

Consciente de que a linguaxe e os valores das Matems-
ticas son universais, e polo tanto favorecen e a fan moij
apropiada para a cooperacién internacional.

Salientando o papel fundamental da educacién matems-
tica, particularmente na escolarizacién primaria e secun-
daria, para a comprensién dos conceptos matematicos ba-
sicos e para o desenvolvemento do pensamento racional.

Acorda,

Da-la benvida 4 iniciativa da Unién Matematica Interna-
cional para declarar o 2000 como Ano Mundial das Mate-
maticas e acorda levar a cabo, dentro do seu sistema, ac-
tividades para promove-las Mateméticas en todo o mundo.

Decide apoiar a iniciativa do ano 2000 como Ano Mundial
das Matemadticas.

E

Insta 6 Director Xeral para que colabore coa comunidade
matematica internacional na planificacién do Ano Mundial
das Matematicas 2000 e acorda contribuir, durante 1998-
1999, con 20.000 ddlares do Programa e Presuposto Ordi-
nario, en apoio das actividades preparatorias.
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O dia 9 de febreiro de 1999, a Comisién Mixta de Investi-
gacién Cientifica e Desenvolvemento Tecnoléxico do Congreso
dos Diputados aprobou, por unanimidade, unha Proposicién
non de Lei® pola que se insta 6 Goberno central a que, con
motivo da celebracién do Ano Mundial das Matematicas 2000,
apoie a investigacién neste eido e contribtia 6 cofiecemento e 6
reconecemento desta materia, xa que, e cito textualmente:

As Matemadticas son unha das maximas expresions da
intelixencia humana e constitien un eixo central na
historia da cultura e das ideas. Gracias 4 sia univer-
salidade aplicanse nas outras ciencias, nas ciencias da
natureza, nas ciencias sociais, nas enxenerias, nas no-
vas tecnoloxias, e nas distintas ramas do saber e nos
diferentes tipos de actividade humana, de tal xeito
que resultan ser fundamentais no desenvolvemento e
no progreso dos pobos.

Un acordo semellante, senén nos mesmos termos exacta-
mente si dende logo co mesmo espiritu, foi aprobado o dia 30
de novembro de 1999 na Comisién de Educacién e Cultura do
Parlamento de Galicia.

Naturalmente, a Xunta de Goberno da nosa Universidade
acordou tamén apoiar esta celebracién?.

E aqui nos atopamos, discurrindo polo dltimo tercio do ano
2000, non pretendendo ésta leccién ser outra cousa mais que
a modesta contribucién dun humilde matematico 6 logro dos

obxectivos marcados na Declaracion de Rio de Janeiro.

3A Proposicién non de Lei foi presentada polos Diputados do Grupo Socialista do
Congreso Antonio Martinén Cejas, Maria Teresa Riera Madurell, Maria del Carmen Heras
Pablo e Bernardo Bayona Aznar.

4Acordo da Xunta de Goberno celebrada o 17 de febreiro de 2000, a proposta do Sr.
Decano da Facultade de Matemadticas.
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AS CIENCIAS MATEMATICAS: A NOSA
CULTURA INVISIBLE

Ninguén cun nivel cultural medio pode nega-la existen-
cia do pensamento matematico como algo inherente ¢ poder
racional do home, formando parte da sdia natureza e da sia
historia.

A influencia das Matematicas na nosa forma actual de vida,
e o seu impacto directo en moitas das nosas actividades diarias
é indiscutible, e débese 6 seu espectacular crecemento e 6 au-
mento das suas aplicaciéns, principalmente 6 longo do ltimo
tercio do século XX, no que todo se “matematiza”. Moitas
das cousas, moi grandes ou moi pequenas, que forman parte da
nosa vida cotid, que a conforman e mesmo a condicionan, e das
que xa non poderiamos prescindir facilmente, como son a ra-
dio, o teléfono, a televisién, as calculadoras, os ordenadores, os
codigos de barras, os discos compactos, o escaner ou os satélites
artificiais, por exemplo, non serian posibles sen a aplicacién de
numerosos e sofisticados resultados matemadticos.

Pese a iso, e ainda que a sia historia se mide por milenios,
os matemadticos non temos mais remedio que admitir que as
Matematicas son, sen dibida, as mais impopulares e as menos
coniecidas de entre tédalas ciencias.

A Matemadtica ten sido chamada, en moitas ocasiéns, a
“Raina das Ciencias”. Para algtins, a Matemdtica é algo supe-
rior, e a sda existencia xustificase por se mesma; nesta apre-
ciacion hai, sen dibida, un sentimento de autosuficiencia e pre-
suncién, que se reafirma coa consideracién tan extendida en-
tre moitos matematicos de que tan sé necesitan deles mesmos.
Existe tamén nesta actitude unha especie de sentimento cuasi
divino ou celestial, segundo o que a superioridade da mente
sobre a materia atopa a sda mellor expresién nas Matematicas,
xa que as Matemadticas son a m4is noble e a maéis pura forma
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do pensamento. Unha das mdis apaixonadas confesiéns, neste
senso, débese 6 matematico inglés Godfrey Harold Hardy (1877-
1947), paradigma da pureza matemdtica, quen afirmou que a
mellor forma de xustifica-la practica das Matematicas é a de
consideralas como unha forma da arte.

Para moitos, non obstante, as Matematicas son simple-
mente a linguaxe do cuantitativo.

O Diccionario de la Lengua de la Real Academia Espariola,
edicion de 1992, defineas asi:

Matematica: Ciencia que trata de la cantidad. Ma-
tematicas aplicadas o mixtas: Estudio de la can-
tidad considerada en relacion con ciertos fenémenos
fisicos. Matematicas puras: Estudio de la cantidad
considerada en abstracto.

Pola sta banda, o Diccionario da Real Academia Galega, edi-
cion de 1997, define:

Matematica: Ciencia que se ocupa das propiedades
dos numeros, das figuras xeométricas, etc., das stas
relaciéns e da sta aplicaciéon a outras ciencias e no
que se engloban a aritmética, a xeometria, a dlxebra,
a trigonometria, etc. OBS. E mais frecuente utiliza-lo
termo en plural ca en singular.

Coido que sobran os comentarios, e basta con felicitar 4s nosos
académicos.

Outros moitos ven as Matematicas como algo xa morto,
e a un matematico profesional nunca lle sorprende escoita-la
seguinte pregunta: jpero que traballo hai que facer en algo no
que xa todo é comnecido?

Diante dunha tal pregunta un non pode deixar de lem-
brar as verbas de Paul R. Halmos, prestixioso matematico moi
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coniecido polos seus escritos de divulgacién, que dicia: “En-
tristéceme que a xente culta nin tan sequera saiba que o meu
tema existe”. Eu, persoalmente, comparto este sentimento, e
fago mifas tamén as verbas de David Mumford®, Presidente
da UMI entre 1995 e 1999, quen dixo: “Estou afeito, como
matematico profesional, a vivir nunha sorte de baleiro, rodeado
de xente que se declara, con orgullo, analfabeta en Matem4ti-

cas”.

Sen embargo, como sinala Sir Michael Atiyah®, un dos ma-
tematicos vivos mdis prestixiosos dos nosos tempos, “o século
XX transformou totalmente as Matemadticas, que pasaron de
ser unha industria caseira xestionada por uns poucos semipro-
fesionais a ser unha industria de dmbito mundial xestionada
por un exército de profesionais”.

Parece claro certamente que, como se pide no terceiro punto
da Declaraciéon de Rio de Janeiro, os matematicos debemos de
facer un esforzo para mellorar a imaxe das Matematicas a nivel
popular. Pero, como di o tamén mateméatico Gian-Carlo Rota:
“Face-las Matematicas intelixibles para o home medio culto,
mantendo uns estandares cientificos altos, ten sido considerado
dende sempre como unha navegacidén perigosa entre a Escila do
desprezo profesional e a Caribdis da incompresién piblica”.

iE nesta sorte de perigosa navegacién atépome eu agora
mesmo!

*David Mumford (1937-...) recibiu a Medalla Fields no Congreso Internacional de
Matemadticas de Vancouver en 1974.

A “Medalla Fields” é o equivalente en Matemaéticas 6 Premio Nobel. Instituidas por
iniciativa do matemdtico canadiense J.C. Fields (1863-1932) as Medallas Fields son outor-
gadas cada catro anos, con ocasién dos Congresos Internacionais de Matemiticas, e sempre
a matemdticos menores de corenta anos. A proposta de creacién dos premios foi aceptada
no Congreso Internacional de Matemdticas de Zurich en 1932, e as primeiras medallas
(ddas) foron concedidas no Congreso Internacional de Matemiticas de Oslo en 1936, sendo
L. Ahlfors (1907-1996) e J. Douglas (1897-1965) os galardoados.

6Sir Michael Atiyah (1929-...) recibiu a Medalla Fields no Congreso Internacional de
Matemaéticas de Moscova no ano 1966.

i A i S 2




O ANO MUNDIAL DAS MATEMATICAS 2000 e 15

3
N
£
1

AS MATEMATICAS NO SECULQ XX:
UNHA BREVE ESCOLMA HISTORICA

O desenvolvemento experimentado polas Matemdticas 6
longo do século XX ¢, se non maior, si polo menos comparable
6 de calquera das outras ciencias.

Cualitativamente, o sucedido nestes cen anos pédese re-
sumir dun xeito moi simple dicindo que a primeira metade do
século estivo marcada pola idea de que “canta mais abstraccién,
mellor”; esta idea foi cambiando co paso do tempo, e semella
que na segunda metade do século a idea predominante pasou a
ser que “existen niveis éptimos de abstraccién”.

Cuantitativamente, nestes finais do século XX, a produc-
cioén anual de artigos de investigacién en Matematicas ten aca-
dado a cota dos 60.000, cando nos anos cincuenta tan sé se
publicaban uns 5.000; hoxe en dia estimase que o nimero de
matemdticos que traballan activamente en investigacién ronda
os 10.000, e o nimero de participantes no Congreso Internacio-
nal de Matemdticas de Berlin 1998, o tiltimo congreso mundial
celebrado’, foi de mais de 4.000, mentres que tan sé 250 ma-
tematicos participaron no Congreso Internacional de Paris do
ano 1900, congreso do que logo lles falarei cun pouco mais de
detalle.

Pero seria imposible falar dos logros acadados polas Mate-
maticas no século XX sen facer unha referencia, ainda que moi
breve, 4 revolucion experimentada polo pensamento matemati-
co 6 longo do século XIX. Non s6 a sia linguaxe, senén mesmo

"Os Congresos Mundiales de Matematicas celébranse cada catro anos. Ata o presente
lévanse celebrados vintetrés: Zurich 1897, Paris 1900, Heidelberg 1904, Roma 1908, Cam-
bridge (U.K.) 1912, Strasbourg 1920, Toronto 1924, Bolonia 1928, Zurich 1932, Oslo 1936,
Cambridge (U.S.A.) 1950, Amsterdam 1954, Edimburgo 1958, Estocolmo 1962, Moscova
1966, Niza 1970, Vancouver 1974, Helsinki 1978, Varsovia 1982 (1983), Berkeley 1986,
Kyoto 1990, Zurich 1994 e Berlin 1998. O préximo ters lugar no ano 2002 en Beijing
(China).
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os fundamentos 16xicos das Matemadticas actuais, dependen dun
xeito esencial do acontecido 6 longo do século XIX, para moitos
o verdadeiro século da Matematica Pura.

As Matematicas no final do século XIX

Os rapidos progresos experimentados polas Matematicas
durante os séculos XVII e XVIII, nos que os continuadores
das obras de Newton e Leibniz culminan as colosais creacions
do Célculo Infinitesimal e do Célculo Integral, fixeron que as
Matematicas entraran, 6 longo do século XIX, nun periodo de
axitado crecemento, caracterizado por dous feitos: (1) a critica
dos fundamentos, primeiro os da Anélise, logo os da Xeometria,
e por dltimo tamén os da Léxica; e (2) por unha tendencia 4 xe-
neralizacién, tentando liberar 4s Matematicas das presunciéns
intuitivas e lograr que fosen un obxecto de estudio en si mesmas,
independentes da filosofia natural.

As melloras nos sistemas de célculo, coa elaboracién dun
sistema rigoroso de Andlise, conducen, nun iltimo termo, &
Mecanica Cudntica e 4 Teoria da Relatividade, e, como con-
secuencia, a un cofiecemento e comprensiéon mais fondos da
natureza da materia e do espacio. Doutra banda, 6 cuestionar
a léoxica do Célculo e da Xeometria, descobrense uns novos
mundos para as Matematicas, coas Teorias dos Conxuntos In-
finitos, da man de Georg Cantor (1845-1918), e das Xeometrias
Non-Euclideas, da man de G.F.B. Riemann (1826-1866), o que
de feito conducird, 6 longo do primeiro tercio do século XX, a
unha mellor comprensién dos seus propios fundamentos.

E interesante constatar que, nos anos finais do século XIX,
as Matemadticas enfrontaban problemas moi semellantes 6s que
atopamos agora, nos finais do século XX, ou polo menos iso
parece cando se len as intervenciéns dalgins dos matematicos
mais significados daqueles tempos. Permitanme que, a modo
de exemplo, cite tres de tales intervencions.




i
i
j
&
:
£
1

O ANO MUNDIAL DAS MATEMATICAS 2000 e 17

Como unha mdis das actividades da Exposicién Mundial
de Chicago do ano 1893, exposicién coa que se conmemoraba
o catrocentos aniversario do descubrimento de América, cele-
brouse nesa cidade americana unha especie de pequeno “con-
greso mundial” de matematicos e astrénomos®. O matem4tico
aleman Felix Klein? (1849-1925), abriu o congreso cunha breve
intervencién titulada “O Estado Actual das Matemdticas”. Po-
la stia actualidade, non me podo resistir 4 tentacién de repro-
ducir algin dos parrafos desa intervencién. Dicia Klein:

... Cando contemplamo-lo desenvolvemento das Ma-
tematicas neste século XIX, atopamonos con algo se-
mellante & acontecido en outras ciencias. Os inves-
tigadores famosos do periodo precedente ... foron
grandes dabondo para abarcar tédalas ramas das Ma-
temdticas e as suas aplicaciéns. En particular, As-
tronomia e Matemdticas foron consideradas no seu
tempo como inseparables.

Sen embargo, coa xeneracion seguinte manifestouse
unha tendencia & especializacién ... Pero, 6 mesmo
tempo, a ciencia en desenvolvemento desviabase cada
vez mdis do seu campo e propdsitos orixinais e di-
vidiase en diferentes ramas. E na mesma proporcion
desmedraba a atencién que lle prestaba o publico cien-
tifico en xeral. Considera-la especulacion matemati-
ca moderna como algo sen interese ou importancia
chegou a ser case un hébito ... Esto é un retrato do
pasado. Nesta ocasion-eu desexo facer constar moi
enfdticamente que nas tltimas ddas décadas ven de

8(0) congreso celebrouse en dias secciéns, unha de Mateméticas e outra de Astronomia.
Na seccién de Matemaéticas houbo 45 participantes, sendo tan sé 4 deles, incluindo Klein,
non americanos.

9Felix Klein é principalmente cofiecido polo chamado “Programa de Erlangen” (1872).
Véxase F. Klein, Le Programme d’Erlangen, Gauthier-Villars, Paris, 1974.
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imponerse unha clara meHoria interna na nosa cien-
cia, cun €éxito en constante crecemento.

A nosa materia resulta ser mdis simple do que nun
principio se pensaba. De feito, parece que as distintas
ramas das Matematicas estanse desenvolvendo non en
direcciéns opostas senén en paralelo, o que fai posible
combina-los seus resultados no contexto de conceptos
mais xerais . ..

Antes de continuar coa historia semella pertinente facer
algin pequeno comentario sobre estas verbas de Klein, com-
parando a situacién das Matemadticas que nos describe coa
situacién actual. Como verdn vostedes, cuantitativamente a
situacion é claramente distinta, pero cualitativamente semella,
que o cambio non ten sido demasiado grande.

No ano 1868, o “Anuario sobre o Progreso das Matemati-
cas”10 distinguia doce “categorias” ou 4reas, e trinta e oito sub-
categorias nas Matematicas. As doce categorias eran: Historia
e Filosofia, Alxebra, Teoria de Numeros, Probabilidade, Series,
Célculo Diferencial e Integral, Teoria de Funciéns, Xeometria
Analitica, Xeometria Sintética, Mecdnica, Fisica Matematica, e
Xeodesia e Astronomia. Actualmente, na miis recente “Clasi-
ficacién dos Temas Matemdticos”!!, publicada neste ano 2000,
contémplanse 63 areas, 557 subareas e 5.031 sub-subéareas.

Esta ultima clasificacién mostra que, independentemente
das causas que tefian motivado esta situacién, e que eu non vou
analizar aqui, o feito certo é que, principalmente a partir da Se-
gunda Guerra Mundial, as Matemadticas vefien caracterizéandose
por unha clara e imparable tendencia 4 especializacién en sub-
campos cada vez mais pequenos. Unha primeira consecuencia

10 Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik, 1868.

! Mathematics Subject Classification 2000, publicado e utilizado por “Mathematical
Reviews” e “Zentralblatt fiir Mathematik”, as ddas bases de datos méis importantes en
Matemadticas.
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derivada é que algiins destes subcampos estan sendo explorados
cunha gran profundidade. Unha segunda consecuencia € que
os matematicos temos un enorme problema de comunicacién
entre nés mesmos.

E innegable que esta fragmentacién en pequenos subcam-
pos persiste, e sen dibida seguird en aumento nos anos vin-
deiros, pero os seus efectos potencialmente negativos quedan
paliados, afortunadamente, polo feito de que moitos problemas
especialmente interesantes poden estudiarse agora dende unha
perspectiva moito mais xeral. \

Continuando co repaso histérico da fin do século XIX, catro
anos mais tarde, no mes de agosto de 1897, celébrase en Zurich
o que se reconiece como o Primeiro Congreso Internacional de
Matemaéticas!'?. Neste Congreso intervefien, entre outros, Henri
Poincaré (1854-1912) e, de novo, Felix Klein.

O primeiro deles, Poincaré, pronuncia a conferencia inaugu-
ral do Congreso, titulada “Sobre as Relacions entre a Andlise
Pura e a Fisica Matemdtica”, e di:

As combinaciéns que se poden formar con nu-
meros e simbolos son infinitas. Entre tanta espesura
jcomo escolleremos aquelas merecentes da nosa aten-
cién? ;deixarémonos levar polos nosos caprichos ou
manias? ... esto levarianos sen dubida a uns mol
lonxe dos outros, e rdpidamente deixariamos de en-
tendernos entre nés. Pero este é o lado menor do pro-
blema. A Fisica non sé evitara que poidamos perder-
nos, senén que mesmo nos protexera dun perigo ainda
madis espantoso ... que permanezamos dando voltas
en circulos para sempre. A historia demostra que a

12Entre os 250 participantes deste Primeiro Congreso tan sé figuran tres espafois: Zogl
de Galdeano e J. Rius y Casas, de Zaragoza, e L. Torres, enxefieiro de camifos, de Madrid
(supono que se trataba do enxefieiro Leonardo Torres Quevedo).
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Fisica non s6 nos forza aelexir [entre a multitude de
problemas que xorden], senén que nos ten imposto
direccions nas que non houberamos nin tan sequera
sonado doutro xeito. jQué nos poderia ser de maior

utilidade!

Felix Klein, pola sia banda, pronuncia a conferencia de
clausura do Congreso, titulada “Sobre a Cuestion da Fduca-
cion en Alta Matemdtica”, e di:

... Non deixarei sen mencionar a cuestién xeral da
estreita relacion que existe entre as Matematicas e as
sudas aplicacions, cuestién que foi o tema central da
brillante exposicion de Monsieur Poincaré. Ninguén
estd mais convencido ca min da importancia desta
estreita relacidn; sen embargo, diante da asamblea
deste congreso matemdtico, paréceme mdis apropiado
sulinar outro aspecto e dicir que existe algo chamado
Matemadtica Pura, que é, de feito, o corazén da nosa
clencia, e a sda prosperidade é un prerrequisito para
que tdédalas outras actividades matemdticas non de-
calgan a un nivel mdis baixo. Polo tanto, permitanme
falar da aprendizaxe daqueles poucos que estin des-
tinados a leva-las Matemadticas Puras hacia o futuro,
os verdadeiros escolares matematicos.

Parece obvio, 4 vista destas verbas de Poincaré e Klein
pronunciadas, recérdollelo, en 1897, que a contraposicién entre
Matemdtica Pura e Matematica Aplicada, da que tanto se fala
nos nosos tempos, non ¢ algo novo, pois xa existia por aquel
enton.

As Matematicas no século XX

Cando as Matemadticas chegan 6 século XX, no medio dun
maremagnum de novos conceptos e teorias e dunha nova lin-
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guaxe que nacfa coa Teoria dos Conxuntos Infinitos de Cantor,
prodicese un feito que marca decisivamente o seu desenvolve-
mento posterior 6 longo de todo o século.

En agosto do ano 1900 celébrase en Paris o 22 Congreso
Internacional de Matematicas. Presidido por Henri Poincaré,
e con G. Cantor, G. Mittag-Leffler (1846-1927), V. Volterra
(1860-1940), e o propio Poincaré como conferenciantes princi-
pais, sen embargo este Congreso houbera pasado pola historia

~ das Matemadticas sen pena nen gloria de non producirse nel a

intervencién de David Hilbert (1862-1943).

Por aquel entén Hilbert era, con 38 anos, un dos lideres
das Mateméticas en Alemania, xa famoso pola stia solucién
do problema mais importante da teoria de invariantes e polo
seu “Informe sobre a Teoria de Ntimeros”, publicado en 1896.
Ademais, a peticién de Felix Klein, Hilbert vifia de publicar en
1899 o seu libro titulado “Fundamentos da Xeometria™3, como
parte das conmemoraciéns celebradas en Gotingen en memoria
de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e Wilhelm Eduard Weber
(1804-1891). O matematico Adolf Hurwitz (1859-1919), bon
amigo de Hilbert, veu craramente as implicacions daquel librino
mais alé do seu campo, a Xeometria, e dicialle a Hilbert nunha
carta: “Vés de abrir un campo inconmensurable para a inves-
tigacién matemadtica, que poderia chamarse a Matematica dos
Axiomas, e que vai moito mdis alé do dominio da Xeometria”.

Invitado polos organizadores a presentar un artigo no Con-
greso Internacional de Paris, a Hilbert gustarialle aproveitar
ben unha ocasién tan significada. Vacilante na eleccién do tema
da stia conferencia, consulta co seu amigo Hermann Minkowski
(1864-1909) nunha carta de felicitacién polo Nadal. Na sta
carta Hilbert menciénalle as ddas conferencias do Primeiro
Congreso Internacional (Zurich 1897) que mdis lle impresiona-

13D). Hilbert, “Grundlangen der Geometrie”, 12 ed. 1899.
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ron: a brillante pero moi téchica conferencia de Hurwitz sobre
a historia da teoria moderna de funcidns, e o discurso mais di-
vulgativo de Poincaré sobre a relacion reciproca entre a Anélise
e a Fisica. Hilbert confésalle a Minkowski que sempre desexou
replicar a Poincaré facendo unha defensa da Matematica por si
mesma, pero que tamén ten outra idea, xa que con frecuencia
ten reflexionado sobre a importancia dos problemas individuais
no desenvolvemento das Matematicas. Quizais poderia falar da
direccién das Matematicas no século que vai comenzar en ter-
mos de certos problemas importantes nos que os matematicos
deberian concentra-los seus esforzos. ;Cal é a tda opinién?,
preguntalle Hilbert a Minkowski.

Con data do 5 de xaneiro de 1900 Minkowski resposta a
Hilbert e dille: “Veno de reler a conferencia de Poincaré ...
e penso que tédalas sias afirmaciéns estan feitas dun xeito
tan lixeiro que ninguén pode desaprobalas ... Posto que ti vas
falar diante de especialistas, coido que unha conferencia como
a de Hurwitz seria mellor que unha simple charla como a de
Poincaré ... Seria mdis tentador intentar botar unha ollada
6 futuro, ou noutras verbas, caracteriza-los problemas &s que
se deberian dedica-los matematicos no futuro. Se o fas, podes
esperar que probablemente a xente falard da tia intervencién
durante as préoximas décadas”.

Hilbert non lle resposta a Minkowski, pero o 29 de marzo
escribelle a Hurwitz: “Estou dubidando sobre o tema ... O
mellor poderia ser unha ollada 6 futuro. ;Qué opinas so-
bre a direccién na que se van desenvolver as Matemdticas no
préoximo século? Seria moi interesante e instructivo escoita-la
tda opinion.”

Finalmente, Hilbert realiza a sia intervencién no Congreso
o mércores 8 de agosto de 1900, na Seccién de Bibliografia e His-
toria, Ensino e Métodos, nunha sesién presidida precisamente
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por Cantor. A conferencia leva por titulo “Sobre os Problemas
Futuros das Matemdticas”. Na sta conferencia Hilbert tan
s6 tivo tempo para tratar dez problemas, pero na version es-
crita presentou unha lista de vintetrés problemas non resoltos
que, na sda opinién, eran os mais importantes cos que se en-
frontaban as Matemdticas neses intres, e que deberian centra-lo
traballo investigador dos matematicos nos anos vindeiros.

A prediccién de Minkowski resultou acertada, e os proble-
mas propostos por Hilbert marcaron o devir das Matemdti-
cas a partir do mesmo momento da stia formulacién e ata os
nosos dias, nos que, por certo, algin deles ainda segue sen ser
resolto. Tal foi a importancia da lista de problemas de Hilbert
que, como Hermann Weyl (1885-1955) vaticinou uns anos mais
tarde, os matemdticos que lograron resolver algin deles ob-
tiveron inmediatamente un recofiecemento undnime por parte
de toda a comunidade matematica.

Non vou abusar da sta paciencia e lerlles a lista completa
dos problemas plantexados por Hilbert. Tan sé lles direi que
poden ser agrupados como segue.

Nun primeiro grupo de seis problemas, que poden ser califi-
cados como “de fundamentos”, atépanse entre outros a analise
dos nimeros reais utilizando a Teoria de Conxuntos de Cantor
(Problema 1, ou da Hipdtese do Continuo), a compatibilidade
dos axiomas da Aritmética (Problema 2), ou o reto do trata-
mento matemético da axiomatizacién da Fisica (Problema 6).
Nun segundo grupo, doutros seis problemas, atopamos cues-
ti6ns relacionadas cos estudios do propio Hilbert sobre a Teoria
(alxebraica) de Numeros, destacando o Problema 8 relativo

14() titulo orixinal da conferencia de Hilbert foi “Mathematische Probleme”, pero nos
Comptes Rendus do Congreso foi traducida 6 francés, co titulo “Sur les Problémes Futurs
des Mathématiques”, e aparece situada entre as conferencias plenarias “en raison de sa
grande importance”, ainda que como xa queda resefiado a conferencia de Hilbert non foi
unha das plenarias do Congreso.
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& distribucién dos nimeros primos e 4 Hipdtese de Riemann.
Nun terceiro grupo, doutros seis problemas, atopdmonos cunha
mixtura de problemas sobre distintos tépicos alxebraicos e xeo-
métricos. O derradeiro grupo, de cinco problemas, estd cen-
trado en cuestions da Andlise, na direccién dos seus propios
traballos e intereses.

Estes vintetrés problemas foron a inspiracién e guia das
mentes dos matematicos 6 longo de todo o século XX. Oito
deles non eran propiamente “problemas” nun senso estricto,
senén verdadeiros programas de investigacién pura. Dos quince
restantes, doce xa estan resoltos, e entre os outros tres desta-
ca especialmente o Problema 8, referente 4 distribucién dos
ndimeros primos e & Hipdtese de Riemann, considerado hoxe
en dia, como lles explicarei un pouco mais adiante, como un
dos mdis importantes problemas abertos cos que se enfronta a
Matematica Pura de cara 6 século XXI.

Pero independentemente da lista de problemas propiamente
dita, o mais importante da intervencién de Hilbert foi a sta,
proclamacién de fe persoal na posible resolucién de todo pro-
blema matemadtico, proclamacién feita na primeira parte da
sia conferencia e que se resume nas stas propias verbas como
segue: “(Os matemdticos) ofmos sempre resoar esta chamada:
aqui te-lo problema, buscalle solucién. Ti podes atopala polo
razoamento puro. Xamais o matemadtico serd levado a dicir:
ignorabimus” .

Hilbert declaraba asi o seu convencemento de que a na-
tureza das Matemadticas consiste en propotier e resolver proble-
mas, polo que os instrumentos do pensamento puro na mente
dos matemdticos creadores deben de ser sempre dabondo para
resolver calquera problema matemdatico que se propofia. Se-
gundo él, as esixencias e condiciéns xerais ds que debe corres-
ponde-la solucién dun problema matemdtico son ddas: 12, a
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exactitude da solucién, que debe ser obtida por medio dun
ntmero finito de conclusiéns; e 22, esa soluciéon debe funda-
mentarse sobre un nimero finito de hipéteses proporcionadas
polo propio problema e formuladas, en cada caso, con precision.

Hilbert propugnaba, con esta declaracién, a primacia do
método axiomdtico nas Matemdticas, por diante de calquera
outro método posible. Isto non era certamente algo novo, xa
que o método axiomatico foi o método utilizado por Eucli-
des por exemplo, pero a Hilbert se debe que comenzara a ser
coniecido e utilizado, na stia forma moderna, nos finais do século

XIX.

Como auténtico mestre da axiomatica, o espiritu de Hilbert
exerceu unha profunda influencia no universo matemadtico de
principios do século XX, e por iso debe ser considerado como
un deses grandes homes que dominan e caracterizan toda unha
época. O rigor da sia linguaxe e a maravillosa perfeccion dos
seus razoamentos fixeron que o traballo de Hilbert fose un mo-
delo para tédolos matemdticos posteriores. O seu libro “Fun-
damentos da Xeometria”, 6 que xa me referin anteriormente,
marca o inicio da axiomatizacién das Matematicas, ou por ser
méis precisos, da utilizacién dos sistemas de axiomas formais
como base de cada unha das disciplinas matematicas e, even-
tualmente, de tédalas Matematicas.

Non obstante, a implantacién desta concepcién hilbertiana,
esencialmente formalista, non foi doada; el mesmo cofiecia me-
llor que ninguén a gran influencia exercida polas outras duas es-
colas de pensamento sobre a fundamentacién das Matemadticas
que xurdiron nos comenzos do século XX.

Dunha parte estaba a escola lozicista, da que os meiran-
des impulsores foron os ingleses Bertrand Russell (1872-1970)

e Alfred North Whitehead (1861-1947). Os membros desta
escola sostifan que a Matematica é unha rama da Ldxica e,
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consecuentemente, avogaban pola definiciéon dos conceptos ma-
tematicos en termos de nociéns loxicas e a proba das suas
proposiciéns como teoremas de léxica. Este planteamento non
era novo, pois o principio de que as Matematicas son derivables
da Léxica reméntase a Leibniz, quen distinguia entre verdades
da razodn, ou necesarias, e verdades de feito, ou continxentes.
En 1903, na sia obra “Os Principios das Matemdticas”'®, Rus-
sell escribia: “O feito de que tédalas Matemadticas son léxica
simbélica é un dos achados mais grandes da nosa época ...”

Doutra parte estaba a chamada escola intuicionista, fun-
dada por Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), 6 que
mais tarde se lle une Hermann Weyl. Brouwer concebia o pen-
samento matematico como un proceso de construcciéns mentais
que crean o seu propio universo, independente da experiencia
e restrinxido tan s6 na medida en que debe de estar baseado
na intuiciéon matematica fundamental. Brouwer escribia: “O
unico fundamento posible para as Matematicas ten que ser bus-
cado neste proceso constructivo, limitado pola obriga de captar
con reflexién, cultura e refinamento de espiritu as teses que son
aceptables a intuicién e evidentes 4 mente e as que non o son”.

Os intuicionistas, posto que non recofiecian ningiin prin-
cipio da Loxica a priori, tampouco recofiecian a tarefa mate-
matica de deducir conclusiéns a partir de axiomas; para eles,
as paradoxas eran un defecto da Loxica e non da verdade
matematica, polo que negaban a lexitimidade absoluta das re-
gras aristotélicas da Loéxica, chegando a citar a Lei do Tercio
Excluso para conxuntos infinitos como exemplo de principio
16xico que se estaba a aplicar con excesiva liberdade.

Hilbert, reaccionando contra esta corrente, chegaria a de-
clarar, alporizado, no ano 1924: “Privar 6 matemdtico da Lei
do Tercio Excluso equivale a nega-lo telescopio 6 astrénomo,

15B. Russel, The Principles of Mathematics, Cambridge: At the University Press, 1903.
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ou o uso dos seus puiios 6 boxeador”.

Co fin de salva-la Matemdtica Cléasica da demoledora critica
intuicionista, asi como tamén & Teoria Conxuntista de Cantor,
que se estaba crebando polo mal das paradoxas, Hilbert pro-
puxo que a Matemadtica fose formulada como unha teoria axio-
matica formal, impulsando deste xeito unha terceira escola, a
escola formalista.

Esta escola fundamentabase na filosofia de que todo o con-
tido das Matemadticas pode ser transformardo nun sistema de
férmulas simbdlicas; e xunto a este sistema formal existe un
eido chamado Metamatematica, dominio separado que serve de
xustificacién para o sistema de férmulas, xa que o seu obxecto
de investigacion son as propias demostraciéns das Matematicas
ordinarias. Esta concepcién formalista ou hilbertiana distingue
os enunciados “reais” dos enunciados “ideais”, segundo que o
seu uso implique ou non a posesién dun significado intuitivo.
Ademais, o engadido de “elementos ideais” a un sistema para
completa-la sia estructura, e simplificar asi o desenvolvemento
da correspondente teoria, resultou ser un procedemento moi
proveitoso.

Hilbert e os seus seguidores crian que, co procedemento
de edificar e formalizar a demostracién matematica por medio
dun sistema de postulados non contradictorios, poderia intro-
ducirse nas Matemdticas o mesmo tipo de certeza que as Leis
de Newton introduciran na Mecdnica dous séculos antes. Sen
embargo, do mesmo xeito que a Mecdnica Cudntica botou por
terra o determinismo newtoniano, asi a publicacién do Teorema
de Incompletitude por Kurt Godel (1906-1978), no ano 1931,
deitou por terra a certeza hilbertiana.

No seu teorema, sen dibida un dos resultados mais pro-
fundos da historia do pensamento, (Godel establece a sorpren-
dente conclusién de que as Matematicas non poden ser en-
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cadeadas coa Léxica, deixandé sentado que a Aritmética e,
a fortiori, a Ciencia Matemadtica, é unha teoria incompleta.
Esto vina a signica-lo seguinte: dado un conxunto calquera de
axiomas que inclda os da Aritmética, non existe ningin pro-
ceso de demostracién con forza dabondo para probar que tal
conxunto é, 46 mesmo tempo, consistente e completo, xa que
se fose completo teria que ser contradictorio, e se non contén
contradiccidons entén sempre existen enunciados matematicos
verdadeiros que non poden derivarse do conxunto dos axiomas
de partida. Utilizando as verbas de Hilbert, Godel probou que
nas Matematicas sempre existe un ignorabimus.

Godel facia ver asi que as Matematicas non son unha cien-
cia todopoderosa, e que estaban moi lonxe de probalo todo
como algins pretendian, xa que nin tan sequera eran capaces
de constata-la sua propia consistencia.

Poniase asemade en evidencia que se a Teoria de Conxun-
tos non é contradictoria cando se basea nun sistema de axio-
mas no que non figure o Axioma da Eleccién (que estipula que
“para toda clase infinita de conxuntos disxuntos dous a dous,
existe unha clase que contén exactamente un membro de cada
un deses conxuntos”), entén tampouco o é a teoria obtida en-
gadindolle 6 sistema o Axioma da Eleccién e a Hipétese do Con-
tinuo (que di que “todo conxunto non numerable de nimeros
reais ten a potencia do continuo”, entendendo por “continuo”
o conxunto de tédolos nimeros reais). Polo tanto, non se puido
probar nin a veracidade nin a falsidade do Axioma da Eleccion
e da Hipdtese do Continuo (que era o Problema 1 na lista de
Hilbert), disxuntiva que dividia s matematicos e que foi resolta
no ano 1963 polo americano Paul Joseph Cohen!®, quen probou
no seu Teorema de Indecibilidade que se trata de dous axiomas

16Paul Joseph Cohen (1934-...) recibiu a Medalla Fields no Congreso Internacional de
Matemaéticas de Moscova no ano 1966.



O ANO MUNDIAL DAS MATEMATICAS 2000 e 29

que son independentes do resto, e que a supresién de un deles
ou de dmbolos dous, e mesmo a negacién de calquera deles,
daria orixe a Matematicas diferentes.

En resumo, todas estas convulsiéns experimentadas pola
axioméatica primitiva 6 longo da década dos anos trinta provo-
caron modificaciéns substanciais na forma de pensamento ma-
teméatico e conduciron, en definitiva, 4 inclusién dun forma-
lismo-clase no sistema e & fusién dos axiomas da Teoria de
Conxuntos cos do Célculo Léxico. En todo caso, un feito pre-
dominante acabou por ser incuestionable: o triunfo das ideas
de Cantor. ‘

A introduccién por Cantor, nos dltimos anos do século XIX,
dos conxuntos infinitos no vocabulario das Matemdticas deu
nacemento 4 Teoria de Conxuntos, e con ela proporcionou unha

. nova e rica linguaxe que permitiu achar novas demostracions

de feitos xa cofiecidos e, sobre todo, permitiu considera-las
Matematicas dende unha nova perspectiva, con resultados tan
espectaculares que logrou estimular enerxicamente as xeracions
posteriores. A Teoria de Conxuntos, que deixara estampada
unha impresién indeleble nas cuestiéns filoséficas mdis fondas
dos fundamentos das Matematicas, impulsou a que os proble-
mas mais arrevesados das stas principais areas fosen repro-
postos, e moitas veces resoltos, evidenciando asi os efectos do
poderoso pulo innovador xerado por ela.

Por exemplo, cuestiéns sobre a estabilidade das soluciéns
das ecuaciéns diferenciais, nas que as solucidns representan
traxectorias de obxectos en movemento, foron traducidas en
problemas de xeometria de certos conxuntos de puntos chama-
dos superficies, axudando ¢ afianzamento dun novo campo na-
cente: a Topoloxial”. Dun xeito andlogo, cuestiéns sobre a

17Compre sulifiar que na lista de problemas propostos por Hilbert non se atopa
ningin problema de Topoloxia como tal, pero Poincaré no 22 Congreso Internacional de
Matematicas de Roma en 1908 sinalou a Topoloxia, entén ainda chamada “Analysis Si-
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estructura comin das matricés, dos grupos e dos conxuntos,
conduciron 6 amplo dominio hoxe cofiecido como Alxebra Abs-
tracta. E métodos similares, 6 ser aplicados 4 Analise do século
XIX, conduciron & Andlise Abstracta, na que as integrais e
derivadas do calculo clésico se aplican en espacios de dimensién
infinita.

Estas tres disciplinas, Alxebra, Andlise e Topoloxia, repre-
sentan a cultura comin dun matema&tico do século XX. As
definicidns, teorias e métodos destes tres campos forman hoxe
o fundamento da educacién matemadtica, e ninguén pode ser
considerado culto en Matematicas se non pode lelas e escribilas
na linguaxe da Alxebra, da Analise e da Topoloxia. A partir
destes tres campos, nados nos albores do século XX, xorde a
incrible variedade das Matematicas dos nosos dias.

Esta rdpida exposicién das orixes, artifices e principais en-
claves que levan 4s Matemdticas contemporédneas, quedaria in-
completa, penso eu, se non se cita a importante influencia exer-
cida, entre os anos corenta e ata ben entrados os anos setenta,
pola aparicién no mundo matematico dunha iniciativa moi sin-
gular cofiecida baixo o pseudénimo de Nicolds Bourbaki'8.

No primeiro semestre do curso 1934-35, un grupo de xoves

matematicos franceses, formado 6 principio por Henri Cartan
(1904-...), Claude Chevalley (1909-1984), Jean Delsarte (1903-

tus”, como unha das dreas mais importantes para o futuro das Matemadticas (H. Poincaré,
L’avenir des Mathématiques, Proc. 4th. Int. Congress Math., vol I (1908), 167-182.).

180 nome de Nicolds Bourbaki parece estar ligado cun xeneral da guerra franco-prusiana,
C.D.S. Bourbaki, que no ano 1871 se refuxia en Suiza co seu exército derrotado. Durante
algiins anos os membros do grupo mantiveron en segredo que Bourbaki era un pseudénimo,
e mesmo trataron de facerse pasar por un dnico individuo. Son innumerables as anécdotas
que se contan sobre Bourbaki, que semella tifia un especial sentido do humor, pero quizais
a madis cofecida é a que fai referencia 6 seu intento de ser admitido como membro da
American Mathematical Society, admisién que lle foi denegada. Sobre 1950 R.P. Boas,
editor executivo do Mathematical Reviews, publicou unha breve resefia sobre Bourbaki na
Enciclopedia Britdnica, describindoo como un grupo de mateméticos. Bourbaki reaccionou
facendo correr o rumor de que Boas non existia como individuo, e que se trataba dun
colectivo de matemadticos americanos.
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1968), Jean Dieudonné (1906-1992) e André Weil (1906-1998),
case todos eles antigos alumnos da Escola Normal Superior de
Paris, decidiron escribir xuntos un libro sobre Andlise. Nun
primeiro momento concebiron o libro pensando nos estudian-
tes das universidades francesas e como sustituto dun libro'®
de Edouard Goursat (1858-1936) que atopaban xa anticuado,
polo que decidiron redactar un novo texto que respondera axei-
tadamente 4s necesidades das Matematicas do século XX.

A tal fin, comezaron a reunirse unha vez por mes para dis-
cutir o seu plan, pero pronto chegaron & conclusién de que
non lles serfa posible limitarse a escribir tan s6 un texto de
Anadlise. A Alxebra, por exemplo, que fora cambiada por com-
pleto nos tltimos anos como resultado dos impulsos emanados
dende Alemania, debidos principalmente 6 traballo de Emmy
Noether (1882-1935) e dos seus estudiantes, estaba xa a muda-
la cara de toda a Matematica no seu conxunto. Doutra banda,
as distintas ramas das Matematicas tiflan acadado xa un de-
senvolvemento de tal magnitude que a especializacién era ab-
solutamente necesaria para case todolos matematicos. Tan sé
aqueles da estatura cientifica dun David Hilbert ou dun Henri
Poincaré podian pensar en abarcar tédalas Matemadticas no
seu conxunto. Para un matemadtico medio, sen embargo, era
xa pouco menos que imposible ter unha perspectiva completa
e conecer tédalas relaciéns existentes entre as suas diferentes
ramas.

Todo isto fixo que o grupo comezara a decatarse do enorme
que teria que ser o seu traballo, polo que decidiron que tal tarefa
non podia ser feita por un sé individuo, e que a sua divisién
entre os distintos membros do grupo dacordo coa sia especia-
lizacién seria contraproducente para o que era o seu obxectivo
final: expoie-los conceptos basicos comins a tédalas ramas

19F. Goursat, Cours d’analyse mathématique, (1900-10).
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das Matemadticas, en primeiro lugar, e tan sé unha vez feito
isto adicarse a cada unha das sdas areas.

Dende o principio Bourbaki non dubidou en adopta-lo mé-
todo axiomdtico, polo que ten sido criticado duramente en
moitas ocasiéns, pero o grupo considerabao absolutamente ne-
cesario para poder acada-lo seu obxectivo. A idea, moi simple,
que inspira o método axiomdtico é a seguinte: en vez de defini-
los obxectos que se van investigar, o que hai que facer é unha
lista das propiedades fundamentais dos obxectos que se van
utilizar no estudio. Estas propiedades témanse como axiomas,
e a partir de aqui xa non é importante cales son os obxectos
que se estudian. As demostraciéns poden ser construidas de tal
xeito que as sdas conclusiéns poden aplicarse tamén a calquera
outro obxecto que satisfaga eses mesmos axiomas. Resulta case
incrible que unha idea tan sinxela, que transformou completa-
mente as Matematicas, tardase tanto tempo en ser posta en
practica.

Esta decisién de Bourbaki de utiliza-lo método axiomatico
levouno 3 necesidade de adoptar un novo ordeamento das dife-
rentes ramas das Matematicas, xa que non era posible manter
a divisién clésica en Anilise, Calculo Diferencial, Xeometria,
Teoria de Nimeros, etc.; no seu lugar xurdiu a nocién de estruc-
tura, que permitiu a introduccién do concepto de isomorfismo
e, con el, unha nova clasificacién das disciplinas fundamentais
dentro das Matemadticas.

Os primeiros fasciculos da obra de Bourbaki, que se titula
“Blementos de Matemdtica”, apareceron no ano 1939, chegando
a publicarse arredor de cincuenta volumes; o emprego do singu-
lar no titulo, Matemaética e non Matemadticas, plasma a idea que
inspira o seu traballo, e que queda nidiamente exposta cando
se sinala na introduccién: “O tratado toma as Matematicas
na sua orixe e d4 demostraciéns completas”. Bourbaki é, sen
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dibida, o mellor e o mdis famoso discipulo de Hilbert.

Con partidarios entusiastas pero tamén con detractores moi
importantes, ninguén sen embargo se atreverd a nega-la in-
fluencia da obra de Bourbaki, sen a que as Matematicas do
século XX serfan algo totalmente distinto do que son: unha
ciencia robustecida e unificada, cimentada sobre unha fonte
Unica, a Teoria de Conxuntos, tal e como Hilbert preconizou.
E, se ben quedan ainda ramas das Matemadticas que deberan
ser axiomatizadas sobre ese fundamento, e a pesar de que as
Matematicas seguen apuntando cara 4 abstraccién e a xenera-
lizacién, co paso dos anos comenzaron a recordar que os seus
intereses e estimulos mais importantes sempre se atopan nas
stas aplicacions.

Morris Klein sinala: “Pretender desterrar das Matematicas
as stas aplicaciéns equivaleria a querer concentra-la vida dun
animal dnicamente nos seus 6sos, sen adicar atencién és seus
musculos, nervios e visceras”.

A aparicién, a partir da década dos anos setenta, de po-
tentes e poderosos ordenadores, co seu extraordinario poder
para os calculos numéricos, e a sta incrible capacidade tanto
grafica como para levar a cabo cdlculos simbdlicos, provocou
que as Matemdticas experimentasen un pulo innovador no seu
desenvolvemento.

A utilizacién dos ordenadores abriu novos e variados ho-
rizontes. Por exemplo, a posibilidade de darlle un tratamento
numérico a ecuaciéns moi sofisticadas que ata enton eran intra-
tables descubreu novos dominios de estudio e cambiou a visién
matematica da complexidade, polo que o seu impacto foi con-
siderable, mesmo se non temos en conta os profundos proble-
mas matemdaticos que propén o seu uso, tanto polas propias
maquinas como polas redes que as interconectan, problemas
que son de feito unha das novas fronteiras das Matematicas.
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Problemas que ata entén parecian intocables debido 4 in-
xente cantidade de datos que era preciso manexar, como ocorre
por exemplo cos datos estatisticos, comenzaron a ser suscep-
tibles dun tratamento que permite extraer deles unha infor-
macién relevante. A capacidade das maquinas para repetir un
algoritmo un numero moi grande de veces, como ocorre por
exemplo nos fractais, ten cambiado a visién que se tina dal-
gunhas estructuras, transformando a sda apariencia patoldxica
nunha riqueza real que proporciona as ciencias naturais mais
modelos para moitas das situaciéns practicas coas que se ato-
pan.

0S RETOS DO SECULO XXI

Hilbert, na sua histérica intervencién no Congreso Interna-
cional de Paris do ano 1900, comezou dicindo: “;Quen de entre
nés non estaria feliz se poidera levanta-lo veo detras do que se
agacha o futuro, para botar unha ollada és préximos avances
da nosa ciencia e 6s segredos do seu desenvolvemento durante
os séculos futuros?”.

Nas proximidades da fin do século XX comezou a perco-
rrer a comunidade matematica mundial unha especie de urxen-
cia case febril por definir cales son os retos cos que se deben
enfrontar, preferentemente, as Ciencias Matematicas no novo
século, tratando de revivir, dalgin xeito, o éxito da proposta
de Hilbert.

Conscientes de que ninguén poderia emular a Hilbert, a
titulo individual, dado o inxente tamano e a diversidade das
Matematicas hoxe en dia, xa en agosto do ano 1990 a American
Mathematical Society suxeriu, 6 remate da Asemblea Xeral da
Unién Matemadtica Internacional celebrada en Kobe (Xapdn),
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que os matematicos de primeira fila, representados nun “Co-
mité de Cambio de Século”?’, organizaran os traballos para
definir e expoiier os grandes desafios cos que se atoparian as
Matematicas a partir do ano 2000.

Dous anos mais tarde, en 1992, prodicese a Declaracion
de Rio de Janeiro, e seria imposible enumerar tédalas iniciati-
vas das diferentes instituciéns matemaéticas, das sociedades na-
cionais ou supranacionais?!, individuais??, etc., levadas a cabo
dende entén, nun intento colectivo por acadar ese obxectivo de
defini-los retos do futuro. \

En tédolos congresos de Matemadticas celebrados 6 longo
destes 1dltimos anos pode atoparse, case sempre, algunha inter-
vencién especial ou algunha mesa redonda onde se tratan os
principais problemas e retos da area de especializacion de que
se trate no congreso.

Centriandonos neste Ano Mundial das Mateméticas 2000,
coido que os acontecementos mdis importantes que se tenen
producido en relacién con este intento son os tres seguintes:

— O Terceiro Congreso Europeo de Matematicas, celebrado

en Barcelona do 10 6 14 de xullo pasados, baixo o lema
“Dando forma 6 Século XXI”.

20presidido por J. Palis (Secretario da UMI, Brasil), este Comité estaba formado por
V.I. Arnold (Steklov Mathematical Institute, Moscova), F. Hirzebruch (Max-Plank In-
stitut fiir Mathematik, Alemania), L. Lovdsz (Hungarian Academy of Sciences e- Yale
University, U.S.A.), B. Mazur (Harvard University, U.S.A.), S. Mizohata (University of
Kyoto, Xapén), G.D. Mostow (Yale University, U.S.A.), J. Tits (College de France), W.P.
Thurston (Mathematical Sciences Research Institute, Berkeley, U.S.A.) e S.R.S. Varadhan
(Courant Institute for Mathematical Sciences, U.S.A.).

21Baixo os auspicios da Unién Matemética Internacional, a American Mathematical
Society ven de publicar un libro titulado “Mathematics: Frontiers and Perspectives”, V.I.
Arnold, M. Atiyah, P. Lax and B. Mazur Eds., Amer. Math. Soc. 2000, 449 pp.

Unha inciativa similar atépase na publicacién do libro “Mathematics Unlimited - 2001
and Beyond”, B. Engquist and W. Schmid Eds., Spriger-Verlag, Berlin, 2000.

22 titulo de exemplo pédese citar o artigo [13]. O seu autor, Stephen Smale (1930-...),
recibiu a “Medalla Fields” no Congreso Internacional de Matematicas de Moscova en 1966.
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— Entre o 7 e 0 12 de agosto pasados celebrouse na Uni-
versidade de California en Los Angeles (UCLA), organi-
zado pola American Mathematical Society, un congreso
baixo o titulo “Os Retos Matemdticos do Século XXI”.
Nel interviron, como conferenciantes invitados, trinta e

un matematicos de primeira lifia, entre eles oito “Meda-
llas Fields”.

E, por 1ltimo,

— O anuncio dos “Premios do Milenio” instituidos polo Clay
Mathematical Institute, dos que lles falarei cun pouco méis
de detalle de seguido.

Os Premios do Clay Mathematical Institute

O dia 24 de maio de 2000 o Clay Mathematical Institute,
entidade privada afincada en Cambridge (U.S.A.), anunciou,
durante unha reunién do seu Comité Directivo celebrada no
Collége de France en Paris, a creacién de sete premios, que de-
nomina “Premios do Milenio”, cada un deles dotado cun millén
de ddlares, e que seran outorgados a aquel ou aqueles que re-
solvan algin dos sete problemas que un Comité Cientifico de
Asesores?? considera como os méis importantes cos que se en-
frontan as Matematicas no século que vai comezar.

A noticia da creacién destes premios acaparou a atencién
dos medios de comunicacién inmediatamente, penso que en
razén da sda propia cuantia, pero iso foi todo e, salvo nos
medios profesionais matemdticos, pouco se volveu falar deles
dende enton.

Na presentacién publica dos Premios dise, entre outras
cousas, O seguinte:

23Este Comité est4 formado por Alain Connes (College de France e Institut des Hautes
Etudes Scientifiques, Francia), Arthur Jaffe (Harvard University, U.S.A.), Andrew Wiles
(Princeton University, U.S.A.) e Edward Witten (California Institute of Technology e
Institute for Advanced Study, Princeton, U.S.A.).
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As Matemdticas ocupan un lugar de privilexio entre
tédalas ciencias, xa que encarnan a quintaesencia do
cofiecemento humano ... As fronteiras do conecemen-
to matemdtico evolucionan actualmente por profun-
dos e insondables vieiros. Avances fundamentais [en
Matematicas] camifian da man con descubrementos
en tédolos campos da Ciencia. As aplicaciéns tecno-
I6xicas das Matematicas apuntalan a nosa vida dia-
ria, incluindo a nosa capacidade para comunicarnos
gracias & criptografia e a teoria da codificacién, a
nosa capacidade para navegar e viaxar, a nosa saide
e benestar, e xogan igualmente un papel central na
nosa economia. A evolucién das Matematicas seguird
sendo un factor determinante na evolucion da nosa
civilizacién. A apreciacion da verdade matematica
desafia as capacidades da mente humana.

... O Comité de Asesores Cientificos do Instituto se-
leccionou estes problemas de entre aquelas cuestions
clésicas mais importantes nas que a solucién se vén
resistindo 6 longo dos anos.

... Hai cen anos, o 8 de agosto de 1900, David Hilbert
pronunciou en Paris a sda famosa conferencia sobre
os problemas matemdticos abertos ... E por iso que
decidimos anuncia-los “Problemas do Milenio” e os
Premios na nosa reunién de Paris.

Permitanme que abuse ur pouquifio mais da sia paciencia
e lles describa cales son estes sete problemas. Seguirei a orde
en que se atopan propostos polo Clay Mathematical Institute,
orde que non semella ter unha motivacién especial, e tratarei
de evitar, ata onde me sexa posible, a utilizacién de excesivos
termos técnicos.
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Problema 1: P versus NP

Proposto por Stephen A. Cook?* en 1971, este é o problema
ainda non resolto madis importante en Loxica e Ciencias da
Computacién. Stephen Smale considera este problema como
un regalo das Ciencias da Computacién 4s Matematicas.

Imaxine cada un de vostedes que asiste como invitado a
unha recepcién social na que hai unha numerosa asistencia.
Vostede sintese un pouco timido, mesmo incémodo ou violento,
porque dubida se ali atopard alguén conecido. Afortunada-
mente o anfitrién da velada indicalle que seguro que coiiece a
aquela persoa que se atopa no curruncho do salén onde se cele-
bra a recepcién. Nun segundo vostede pode botar unha ollada e
verificar se o seu anfitrién ten razén. En efecto, vostede cofiece
aquela persoa e respira aliviado porque xa ten con quen falar.

Sen embargo, imaxine o que pasaria se o seu anfitrién non
lle fai esa indicacién. Nese caso, se vostede quere comprobar se
entre os asistentes & recepcién se encontra algin dos seus cone-
cidos ou non; estaria obrigado a percorrer o salén, ollando unha
por unha tdédalas persoas presentes; se o nimero de asistentes
é pequeno quizais faria ese percorrido, pero se ese nimero e
moi grande, digamos un milleiro por exemplo, necesitaria tanto
tempo para facelo que xa seria outro cantar, ;verdade?

Isto é un exemplo moi sinxelo dun fenémeno xeral, no
que xenerar unha solucién dun problema moitas veces leva
moito mais tempo do que seria necesario para verificar se unha
solucién proposta 6 problema é correcta ou non.

Por exemplo, se alguén lles dice que un certo niimero A, de
moitas cifras, pode escribirse como o producto de dous nimeros
mais pequenos, poden vostedes non saber se esa afirmacién e
certa ou non, pero se lles dicen que A pode ser factorizado como

24Stephen A. Cook, The complezity of theorem-proving procedures, In Conference Record

of Third Annual ACM Symposium on Theory of Computing, Shaker Heights, Ohio, 1971,
151-158.

kel
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o producto BxC, cunha simple calculadora poderian verificar
inmediatamente se tal factorizacién é certa ou non.

Para os tedricos da computacién e da complexidade com-
putacional, un problema computacional € “facil” se o numero
de pasos necesarios para resolvelo estd acotado por algunha po-
tencia do tamaifio do problema; por exemplo, a multiplicacién
de dous ntimeros con N dixitos cada un é un problema “facil”,
xa que para resolvelo necesitanse como mdximo N 2 multipli-
caciéns e sumas de nimeros dun s6 dixito. Os problemas deste
tipo forman a clase chamada P, ou problemas “polynomial-
time”, e son problemas que poden ser resoltos por un ordenador
nun tempo razoable.

Pero hai moitisimos problemas que semellan non quedar
incluidos nesta clase, problemas nos que a demanda computa-
cional crece exponencialmente co seu tamafio. Estes son os
problemas “dificiles”. En particular, existe unha clase de pro-
blemas de decisién, é dicir problemas nos que se busca unha
simple resposta Si/Non, que se cofiece como clase NP, ou “non-
deterministic polynomial time”. Neste tipo de problemas a ve-
rificacién dunha solucién pode realizarse nun prazo razoable
de tempo, pero atopa-la solucién poderia necesitar dun tempo
non razoable.

Os especialistas conxecturan que P<NP, é dicir que exis-
ten problemas que certamente non se poden resolver nun tempo
razoable. Dar resposta a esta conxectura non é obviamente
doado, e pode facerse de diias maneiras: ben demostrando que

=NP, ou ben atopando un problema na clase NP que non
estea na clase P.

Pero non é doado. Por exemplo, durante moito tempo pen-
souse que os problemas de programacién lineal eran “dificiles”,
é dicir da clase NP, xa que o chamado “método do simplice”
padecia dunha especie de crecemento exponencial na compu-
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tacién, o que é algo caracteristico dos problemas NP. Pero en
1979 o ruso Leonid Khachian descubriu un algoritmo “poliné-
mico en tempo” (polynomial-time) para resolve-los problemas
de programacién lineal, probando deste xeito que son proble-
mas “faciles”, é dicir da clase P. ‘

Dar resposta a este problema ten implicaciéns précticas
importantes, en particular, por exemplo, porque se P=NP a
seguridade das transacciéns financieiras e comerciais xa tan
extendidas a través de Internet, baseadas no uso de sistemas
criptograficos que semellan ser suficientemente seguros, poderia
verse seriamente afectada, mesmo destruida, co achado dun
algoritmo satisfactorio para a factorizacién en nimeros primos.
Tratarei de explicarme un pouquiiio mellor.

Un dos sistemas criptogréaficos de seguridade mais conecido
e utilizado é o chamado sistema RSA. Proposto por Ronald
Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman no ano 1977, este é
un sistema “public-key” no que, para o desencriptado, é nece-
sario factorizar un certo nimero N, con moitos dixitos, digamos
douscentos, como producto de dous nimeros primos. O sis-
tema semella bastante seguro xa que, se ben a factorizacién en
primos é conceptualmente sinxela, sen embargo realizala pode
levar, na préactica, moitisimo tempo.

Por exemplo, no ano 1977 estimabase que, con un orde-
nador facendo un millén de operaciéns por segundo, o tempo
necesario para factorizar un nimero de cincuenta dixitos seria
de catro anos, para un nimero con cen dixitos faria falla case un
século, e para un nimero de douscentos dixitos necesitarianse
arredor de 4.000 milléns de anos.

Naturalmente, os ordenadores de hoxe en dia son moitisimo
mais potentes e rapidos que os disponibles no ano 1977, pero
pese a iso e ainda que o tempo de ordenador necesario para
facer tal factorizacién poida ser reducido en varios ordes de
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magnitude, ainda queda un marxe de seguridade dabondo. O
achado dun algoritmo que permita facer tal factorizacién nun
tempo razoable botarfa por terra a seguridade do sistema de
encriptado®.

No momento presente os tedricos da computacién pensan
que a cuestién P versus NP poderia estar relacionada co Teo-
rema de Incompletitude de Godel. Parece ser que certos enun-
ciados matematicos, entre eles por exemplo unha afirmacion
tal como “P non é NP”, non se poden demostrar dentro do
marco da Aritmética de Peano, que é a forma estdndar e mais
natural da Aritmética. As técnicas empregadas ata agora para
resolve-lo problema son incapaces de distinguir entre P e NP,
a menos que se dispofia de algoritmos para a factorizacién de
nimeros enteiros moito mais rdpidos que os que se conecen
actualmente.

Noutras verbas, semella que distinguir entre problemas P
e problemas NP pode depender, en dltima instancia, de se
é posible factorizar enteiros moito mais rapidamente do que
parece factible agora mesmo. E a esta cuestién poderia dar-
lle resposta unha nova drea de investigacion ainda nacente: a
Computacién Cuéntica.

En 1994 Peter W. Shor?® demostrou que un ordenador

25 A fundacién Electronic Frontier Foundation, unha asociacién para a defensa e pro-
mocién da utilizacién de Internet, anunciou, en marzo de 1999, unha doacién anénima
de 50.000 ddlares para premiar 6 primeiro individuo ou grupo que descubrira un nimero
primo con méis dun millén de dixitos. Poucos meses maéis tarde o premio foi adxudicado 6s
descubridores do ntimero 26972593 — 1. Un premio de 100.000 délares recompensard a quen
descubra un niimero primo de méis de dez milléns de dixitos, e existen igualmente premios
de 150.000 délares para o primeiro nimero primo de mais de cen milléns de dixitos, e de
250.000 délares para o primeiro niimero primo de mais de mil milléns de dixitos.

26D W, Shor, Algorithms for quantum computation: discrete logarithms and factoring,
in Proceedings of the 35th Annual Symposium on the Foundations of Computer Science,
S. Goldwasser Ed., IEEE Computer Society Press, Los Alamitos, CA, 124-134 (1994).

Peter W. Shor (AT&T Labs Florham Park, New Jersey, USA) foi galardoado co Premio
Rolf Nevalinna en 1998. O Premio Rolf Nevanlinna foi creado polo Comité Executivo
da UMI en abril de 1981 para recofiecer as contribuciéns mais destacadas nos aspectos
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cuadntico poderia factorizar nimeros grandes nun tempo que
é unha potencia do tamafio do nimero, mellorando asi expo-
nencialmente a velocidade dos algoritmos cldsicos. Natural-
mente, isto significa que seria posible entén descifrar calquera
dos cddigos de uso habitual nas comunicacidns actuais e que se
suponen tan seguros.

O pasado 15 de agosto IBM anunciou a posta en funciona-
mento do primeiro prototipo dun ordenador cudntico e, men-
tras se traballa sobre este novo tipo de ordenadores, outros o
fan tratando de deseiiar ordenadores baseados en principios dis-
tintos dos da Aritmética Booleana, sempre coa idea de intentar
incrementa-la velocidade de computacion.

Problema 2: A Conxectura de Hodge

O longo do século XX os matemdticos foron descubrindo
distintas formas, técnicas ou camifios para estudiar e investiga-
las formas de obxectos moi complicados. A idea bésica consiste
en preguntarse ata que punto podemos aproxima-la forma dun
obxecto dado pofendo xuntos obxectos xeométricos simples
e construindo con eles bloques de dimensiéns cada vez mais
grandes.

Esta técnica tense demostrada tan util que se ten xenera-
lizado de moitas formas diferentes, proporcionando poderosos
intrumentos que permitiron és matemadticos facer grandes pro-
gresos na catalogacién dunha gran variedade de obxectos que
atopan durante as sias investigaciéns. Lamentablemente, nes-
tas xeneralizaciéns téfiense perdido, ou polo menos escurecido,
as orixes xeométricas do procedemento, xa que, dalgin xeito,
nelas faise necesario apegar pezas que non tefien ningunha in-
terpretacion xeométrica.

mateméticos das ciencias da informacién. Outérgase un premio con ocasién de cada Con-
greso Internacional de Matemdticas. O primeiro deles concedeuse no ano 1982, no Congreso
Internacional de Matemiéticas de Varsovia do ano 1982 (1983).
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A conxectura de Hodge? afirma que para un tipo particular
de espacios, chamados “variedades alxebraicas proxectivas”, as
pezas chamadas “ciclos de Hodge” son de feito combinaciéns
(lineais con coeficientes racionais) dun certo tipo de pezas xeo-
métricas chamadas “ciclos alxebraicos”.

A cuestién é, polo tanto, darlle unha resposta, afirmativa
ou negativa, a esta conxectura.

Problema 3: A Conxectura de Poincaré

Imaxinen que collen unha pequena e estreita banda circular
de goma e que a colocan, estirandoa, arredor dunha maz3, ben
pegadifia 4 sda superficie; entén, € claro que podemos deixar
que a banda se contraiga, movéndoa suavemente, sen rompela
e sen deixar de toca-la superficie da maza, ata que recupere a
stia forma orixinal (é dicir, reducila a un punto) . Sen embargo,
imaxinen esa mesma banda circular de goma colocada sobre
un anel circular (por exemplo, o neumatico da roda dun coche
ou dunha bicicleta), pero enrolada 6 longo do circulo do anel;
entén, é claro tamén que agora non existe ningunha maneira
de reducir a nosa banda a un punto sen rompe-lo anel ou a
propia banda.

En termos matemdticos, ou mais propiamente en termos
topoldxicos, dicimos que a superficie da maza ¢ “simplemente
conexa” e que a superficie do anel non o é. Poincaré®®, hai xa
case cen anos, sabia que a esfera 2-dimensional (i.e. a mazd)
estd esencialmente caracterizada por esta propiedade de ser
simplemente conexa, e propuxo a pregunta de se iso é ou non
certo para a esfera 3-dimensional, é dicir para o conxunto de
puntos do espacio euclideo 4-dimensional que distan 1 da orixe
de coordenadas.

\

27W.V.D. Hodge, The topological invariants of algebraic varieties, Proc. Int. Math,
Congress 1950, 181-192.
28Y, Poincaré, Oeuvres, Tomo VI, pax. 486, 498, Parfs 1953.
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Esta cuestién aparenteménte tan sinxela resultou ser ex-
traordinariamente dificil de resolver, e ata agora tan sé se sabe
que a resposta é afirmativa se se propén para as esferas de
dimensién maior ou igual a catro®.

Coido que non é esaxerado afirmar que a conxectura de
Poincaré é, despois do famoso Teorema de Fermat recentemente
demostrado polo matematico inglés Andrew Wiles®, a conxec-
tura matematica que ten sido obxecto de mdis demostraciéns
falsas. O mesmo Poincaré foi o primeiro en anunciar unha
demostracién (falsa) da conxectura!.

A razén pola que a conxectura de Poincaré é fundamen-
tal na historia das Matemadticas do século XX, sinala Smale,
é porque axudou a centrarse sobre as variedades diferenciables
como tema de estudio. Neste senso, Poincaré tivo, e segue
tendo, unha enorme influencia nas Matemadticas deste século
pola atencién que prestou és obxectos xeométricos, incluindo
eventualmente as variedades alxebraicas, as variedades de Rie-
mann, etc.

Problema 4: A Hipétese de Riemann

Como vostedes saben, algins nimeros, como 2, 3, 5, 7,
etc., tefien a propiedade especial de que non se poden expre-
sar como o producto de dous nimeros mais pequenos. Estes
nimeros son os chamados “nimeros primos”, e xogan un papel
moi importante, tanto no eido da Matemdtica Pura como no
das suas aplicacidns.

A existencia dunha infinidade de niimeros primos é un feito

*9Stephen Smale probou a conxectura para as esferas n-dimensionais, con n > 5 (S.
Smale, Generalized Poincaré’s conjecture in dimensions greater than four, Ann. of Math.
74 (1961), 391-406), e Michael Freedman probouna paran = 4 (M. Freedman, The topology
of four-dimensional manifolds, J. Diff. Geom. 17 (1982), 357-453).

%0A. Wiles, Modular Elliptic Curves and Fermat’s Last Theorem, Ann. of Math. 141
(3) (1995), 443-551.

31H. Poincaré, Oeuvres, Tomo VI, pax. 370, Paris 1953.
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ben cofiecido que se remonta a Euclides®’. Sen embargo, a

cuestién de cdmo aparecen os numeros primos entre tédolos
numeros naturais, é dicir, a sida distribucién dentro do con-
xunto dos nimeros naturais, ainda é unha cuestion aberta, e
de feito era xa un problema central da teoria de nimeros no
século XIX, en tempos de Riemann. Esta distribucién non
segue, aparentemente, ningiin deseno ou patrén regular33.
Riemann observou que a frecuencia con que se produce a
aparicién de nimeros primos esta moi relacionada co compor-
tamento dunha certa funcién, comiecida como a “funcién Zeta
de Riemann”?, ((s). A famosa “Hipétese de Riemann” afirma
que tddalas soluciéns “interesantes” (que son as que quedan
dentro da banda 0 < Re(s) < 1) da ecuacién ((s) = 0 estdn

32Fuclides é conecido principalmente pola Xeometria que leva 0 seu nome, pero entre o0s
seus libros atépase un adicado s rudimentos da Teoria de Numeros. O seu resultado mais
importante neste eido é unha demostracién da existencia dunha infinidade de nimeros
primos. A demostracién de Euclides é como segue:

Consideremos a lista finita formada polos n primeiros nimeros primos p;,p2,...,Pn;
entén o nimero N = p;p; - - - p,+1 é primo e non estd na list4 de partida. Da construccién
realizada séguese que existe unha infinidade de nimeros primos.

33En 1896 J. Hadamard (1865-1963) e J. de la Vallée Poussin (1866-1962) probaron,
independentemente, o coiecido como Teorema do Ndmero Primo, que afirma que o niimero
7(n) de nimeros primos iguais ou menores que n é aproximadamente n/Inn, onde Inn
representa o logaritmo neperiano de n. Esta aproximacién é bastante boa, cun erro de
arredor dun 5% por exemplo, na estimacién de w(n) para n = 10%, xa que predice arredor
de 48 milléns de primos cando o nimero exacto é w(n) = 50.847.534.

Actualmente cofiécense férmulas, mdis complicadas, para calcular mellores aproxi-
maciéns de w(n); a mdis importante delas di que w(n) é aproximadamente igual a
Li= fzn(ln z)~!dz, chamada integral logaritmica de n.

34 A funcién “Zeta de Riemann” é a funcién definida por

C(s):ZT—ll-;, Re(s) >1, seC,

n=1

e no plano complexo C completo por continuacién analitica. Unha conexién entre os
ntimeros primos e a funtién zeta prodicese a través do chamado “producto de Euler”,
definido por ¢(s) = II,(1 — p~*)~!, p recorrendo os nimeros primos, férmula que é vélida
para Re(s) > 1 e que aparece por primeira vez no libro de Euler “Introductio in Analysin
Infinitorum” publicado en 1748.

-
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situadas sobre unha lifia recta (a lifia definida por Re(s) = 1/2).
A validez da afirmacién ten sido verificada para os primeiros
1.500 milléns de solucidns, pero non se conece unha demostra-
cion xeral.

A primeira vista, a ‘Hipétese de Riemann” parece ser sim-
plemente unha posible propiedade interesante dunha funcién
especial, a funcién zeta de Riemann, e o mesmo Riemann®
parece consideralo asi, xa que escribe:

Sen dibida seria interesante ter unha demostracion
rigorosa desta proposicién; sen embargo, eu deixei
este estudio a un lado polo momento e despois dalgins
intentos de resolvelo sen éxito, xa que non me parece
necesario para os obxectivos inmediatos do meu estu-

dio.

A demostracion de que a “Hipdtese” é certa botaria luz sobre
moitos dos misterios que rodean a distribucién dos numeros
primos; a sda non validez causaria estragos nesa distribucion,
polo que a sia demostracién é a principal cuestién aberta na
Teoria de Numeros.

O feito de que a “Hipétese de Riemann” tena chegado a ser
considerado por moitos expertos como o problema aberto mais
importante de tédalas Matematicas non se debe unicamente
4 sua relacién coa Teoria de Numeros, senén 6 feito de que a
funcién zeta de Riemann é o prototipo dunha clase mais xeral
de funciéns, chamadas L—funciéns, asociadas a obxectos alxe-
braicos (as representaciéns automdrficas) ou aritméticos (as va-
riedades aritméticas).

Falar do problema seguinte nesta relaciéon de Problemas do
Milenio resultame especialmente dificil, xa que son consciente

35Riemann tan sé escribiu un artigo, de oito pixinas, adicado 4 Teoria de Numeros,
titulado “Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebener Grisse” (“Sobre o niimero
de nimeros primos menores que unha magnitude dada”), publicado en 1859.
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de que neste Salén atépanse membros do Claustro que poderian
falar del con moita mais autoridade ca min, e mesmo temo que
as minas verbas non sexan todo o axustadas que deberian, polo
que rogo és meus colegas saiban disculparme.

Ademais, penso que, como acontecia con algins dos proble-
mas de Hilbert, éste é mdis todo un programa de investigacién
que un problema concreto propiamente dito como tratarei de
explicarlles.

Problema 5: A Teoria de Yang-Mills

Galileo (1564-1642) dicia: “O libro da natureza estd es-
crito con caracteres matemdticos”; e Richard Feynmann (1918-
1988), Premio Nobel de Fisica en 1965 polo seu traballo sobre
electrodindmica cudntica, abunda nesta idea cando di: “O uni-
verso semella ser indescriptible excepto coa linguaxe das Ma-
tematicas” .

A relacion entre as Matematicas e a Fisica é unha constante
6 longo dos tempos, xa que, dende sempre, a mais importante
motivacién das Matematicas foi, e segue sendo, a Fisica, ou,
se vostedes o prefiren, o mundo que nos rodea; as estructuras
matematicas son un elemento esencial no desenvolvemento da
Fisica Tedrica, e moitos dos problemas nacidos na Fisica in-
fluencian, e mesmo condicionan dun xeito decisivo, o desen-
volvemento das Mateméticas. Neste senso, Chen-Ning Yang3®
e Robert L. Mills descubriron, coa formulacién hai case cin-
cuenta anos, en 1954, das ecuaciéns que levan o seu nome,
que a Fisica Cudntica revela unha estreita relacién entre a
Fisica das particulas elementais e as Matematicas dos obxec-
tos xeomsétricos, relacién que estd a revolucionar algunhas das
areas mais abstractas das Matematicas dos nosos dias.

Steven Weinberg (1933-...), tamén Premio Nobel de Fisica

36Chen-Ning Yang (1922-...) recibiu, xunto co seu colega Tsung-Dao Lee, o Premio
Nobel de Fisica no ano 1957 polos seus traballos sobre Fisica de Particulas.
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en 1979, ten falado de coincidencias “fantasmais” ou “sorpren-
dentes”, xa que, segundo el, resulta sempre sorprendente para
un fisico que imaxina un novo concepto ou idea o constatar,
a posteriori, que os matematicos xa tifian estado ali con an-
terioridade. Un exemplo ben conecido desta situacién pro-
porciénanolo a Teoria Abstracta de Grupos.

En esencia, un grupo é, simplemente, unha forma matema-
tica de expresa-la nocién de simetria, e cando os fisicos des-
cubren a existencia da Teoria Abstracta de Grupos, atépanse
con que iso é precisamente o que eles necesitan para unifica-
las grandes leis de conservacién da enerxia, do momento, do
spin, da carga, etc. Pola década dos anos sesenta, os fisicos
tifian xa definido moitas destas leis e cada unha delas resulta
estar asociada a un determinado grupo de simetrias, o que
os levou inmediatamente a estudia-los fundamentos da Teoria
Abstracta de Grupos, para deleite dos matematicos, que a de-
senvolveran por razéns completamente distintas3?, ainda que
os propios matematicos pronto descubrlron que OS grupos es-
tan sorprendentemente ommpresentes

Permitanme que faga agora un pouquino de historia fisico-
matematica.

Foi arredor de 1864 cando James Clerk Maxwell (1831-
1879) escribiu as sias famosas ecuaciéns do electromagnetismo,
extendendo e formulando matematicamente a teoria de M. Fa-
raday sobre a electricidade e o magnetismo, e describindo a

3TA Teoria Abstracta de Grupos débese o matemdtico francés Evariste Galois (1811-
1832), quen a desenvolveu a principios do século XIX para tratar de resolver un problema
puramente matemaético e xa cldsico por aquel entén: cémo atopa-las raices dunha ecuacién
polinémica. A resolucién do problema para polinomios de graos 1 e 2 reméntase 6s babilo-
nios, 2000 anos antes de Cristo; para os graos 3 e 4 foi atopada no século XVI, para grao
3 por Scipione del Ferro (1465-1526) e Niccolo Fontana (1499-1557, méis cofiecido como
Tartaglia) independentemente, e por Ludovico Ferrari (1522-1565) para grao 4. Pero a
resolucién do problema para grao 5 ou superior a 5 tifiase resistido ata entén.

38 André Weil dixo nunha ocasién: “iEn caso de diibida, mirade polo grupo!”
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electrodindmica en termos de “campos electromagnéticos”. Os
fisicos tedricos simplificaron, arredor de 1900, as ecuacions de
Maxwell introducindo o chamado “potencial vectorial”, unha
especie de estructura matemadtica engadida 6 espacio-tempo
A-dimensional. Ainda que esta estructura resultaba matemati-
camente aceptable e tratable, era sen embargo insatisfactoria
e misteriosa dende o punto de vista fisico, xa que aparecia
en rexiéns onde non existia un campo magnético como, por
exemplo, no exterior dun solenoide. O misterio foi desvelado
gracias 4 Mecanica Cudntica, nos anos vinte, coa formulacion
da versién cuantica da teoria de Maxwell, cofiecida como Elec-
trodindmica Cudantica.

Pouco a pouco os fisicos tedricos comezaron a decatarse de
que entre as duas teorias de Maxwell, a cldsica e a cudntica,
existia algo en comin, e ese algo era a asignacién dun grupo
a cada punto do espacio-tempo 4-dimensional, grupo que re-
sultaba ser o das rotaciéns dun circulo. O que aparece asieo
que se denomina hoxe unha Teoria “Gauge” Abeliana (Clasica
ou Cudntica, segundo o caso).

O éxito das dias teorias electrodindmicas, clasica e cuan-
tica, levou 6s fisicos tedricos a proponerse a pregunta de que
ocorriria se fose cambiado o grupo asociado a cada punto polo
grupo de rotaciéns da esfera ou polo grupo de simetrias doutros
obxectos de dimensién mais grande; este planteamento deu
nacemento as Teorias “Gauge” Non Abelianas, xa que 0s gru-
pos implicados son non conmutativos. E no centro desta nova
teoria atépanse as ecuaciéns de Yang-Mills.

O igual que facian as ecuaciéns de Maxwell un século antes,
as ecuaciéns de Yang-Mills describen un certo campo, pero
agora este campo estd asociado con un grupo non conmutativo
moito mais complicado. Falando en termos coloquiais, a Teoria
de Yang-Mills é unha forma non abeliana da electrodinamica
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que fai posible a descripcién das interacciéns entre as particulas
elementais.

O mesmo que no caso da Teoria “Gauge” Abeliana, as ecua-
ciéns de Yang-Mills poden ser tratadas dun xeito clésico ou cos
métodos da Mecdnica Cudntica. En dmbalas dias direcciéns
apareceron de contado dificiles problemas matematicos, pero
para as aplicaciéns na Fisica de Particulas os fisicos tefien que
seguir o camifio cudntico. De feito, a Teorfa de Yang-Mills
Cudntica resultou ser excelente para o estudio das chamadas
interaccions “febles”, que inclien a radioactividade e as pro-
piedades dos neutrinos, pero os investigadores atopironse con
serias dificultades no referente 4s interacciéns “fortes”, xa que
moitos problemas bdsicos resultaban ainda intratables, como
por exemplo o do confinamento dos “quarks”, que era un pro-
blema central na Fisica Tedrica dos anos setenta.

Pero ;que estaba pasando, neses anos, do lado das Mate-
maticas? - :

Nun primeiro momento os matematicos tan sé se intere-
saron na versién cldsica das ecuaciéns de Yang-Mills, investi-
gando un caso especial cofiecido como as ecuaciéns de Yang-
Mills auto—duais. A formulacién da teorfa de Yang-Mills uti-
lizando a linguaxe da Xeometria Diferencial, e m4is concreta-
mente a linguaxe dos chamados espacios fibrados e da teoria
de conexiéns neles, permitiu o achado dunhas soluciéns no es-
pacio 4-dimensional ordinario que foron bautizadas co nome de
instanténs.

A pesar de que os estudios sobre os instanténs, debidos
principalmente és matemdaticos Michael Atiyah e Karen K.
Uhlenbeck (1942-...), permitiron resolver certos problemas
fisicos, sen embargo axudaron pouco para solucionar os pro-
blemas centrais que estaban propostos no eido da Fisica, e nos
que a versién cudntica das ecuaciéns é ineludible.
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En 1982, Simon Donaldson®? abre novos vieiros matemati-
cos 6 aplicar os instanténs e as ecuaciéns de Yang-Mills auto-
duais no estudio das variedades 4-dimensionais xerals, pro-
ducindo un método para xerar invariantes asociados a estas
variedades, invariantes susceptibles de ser usados para a sua
clasificacién. Os resultados de Donaldson asombraron & comu-
nidade matemética, e dende logo tamén & comunidade fisica,
polo xeito en que introduce a Teorfa “Gauge” Non Abeliana no
tratamento de problemas puramente xeométricos; pero posible-
mente a teoria iniciada por Donaldson, que dende logo intere-
sou inmediatamente s matematicos, non houbera tido maior
significado para os fisicos de non ser pola insistencia de Michael
Atiyah sinalando que esta teoria tina certamente relevancia
para a Teorfa Cuédntica de Campos e viceversa.

O paso fundamental nesta relacién prodicese no ano 1988,
cando Edward Witten®® publica un artigo interpretando a teo-
ria de Donaldson como unha teoria de Yang-Mills cudntica. o)
longo dos anos noventa, os resultados de E. Witten e N. Seiberg,
esencialmente interesados na resolucién de problemas fisicos,
provocan sen embargo unha revolucion na teoria de Donaldson,
puramente matemdtica, e nos estudios xeométricos das varie-
dades 4-dimensionais. De feito, utilizando ecuaciéns propostas
por Witten, coas que se extenden os invariantes de Donald-
son e mesmo os polinomios de Jones?! da Teoria de Nés, os
matematicos poideron refacer nunhas poucas semanas cousas

39S, Donaldson (1957-...), discipulo de M. Atiyah, recibiu a Medalla Fields no Con-
greso Internacional de Matemdticas de Berkeley no ano 1986. O seu resultado implica a
existencia de espacios 4-dimensionais “exéticos”, é dicir que existen variedades diferencia-
bles 4-dimensionais que son topoléxicamente pero non diferenciablemente equivalentes 6
espacio Euclideo 4-dimensional estandar R*. O que fai este resultado tan sorprendente é
que 4 é a tnica dimensién en que poden existir tales espacios “exéticos”.

40F, Witten (1951-...) recibiu a Medalla Fields no Congreso Internacional de Matemaé-
ticas de Kyoto no ano 1990.

41Vaughan Jones (1952-...) recibiu a Medalla Fields no Congreso Internacional de
Matemdticas de Kyoto no ano 1990.
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que levaran décadas cos métodos vellos, € mesmo resolveron
algin problema ainda aberto.

E aqui nos atopamos, mais ou menos, nestes momentos.

Predicciéns baseadas nas ecuaciéns de Yang-Mills tefien
sido verificadas con experimentos de alta enerxia nos labo-
ratorios de todo o mundo (Brookhaven, Stanford, CERN e
Tsukuba). Sen embargo, non se cofiecen soluciéns desas ecua-
ciéns que describan satisfactoriamente o comportamento de
tédalas particulas elementais e que sexan matematicamente
rigurosas. En particular, a hipétese do “mass gap”, que a
meirande parte dos fisicos dan por sentada e usan nas sdas ex-
plicaciéns da invisibilidade dos “quarks”, nunca ten recibido,
unha xustificacién matematicamente satisfactoria.

A resolucién destas ecuaciéns é importante, como vimos de
ver, non s6 para a Fisica senon tamén para as Matematicas e,
sen dubida, os avances na resolucién deste problema, requeriran
da introduccién de novas ideas fundamentais tanto por parte
da Fisica como por parte das Matematicas.

Problema 6: As Ecuaciéns de Navier-Stokes

As ondas seguen 4 nosa embarcacién cando imos nave-
gando, e as correntes turbulentas de aire seguen 6 noso avién
cando imos voando. As turbulencias aparecen e intervefien nas
situacions mais diversas: movementos atmosféricos, previsidns
meteoroléxicas, formacién das galaxias no universo primitivo,
evacuacion da calor producida nas reaccidéns nucleares do inte-
rior do Sol, circulacién sanguinea, etc. Tratase dun tema fun-
damental que interesa a matematicos, fisicos e astronomos, con
numerosas ramificaciéns practicas en metereoloxia, enxeneria,
medicina e mesmo nas finanzas?2.

420s métodos de anélise e os modelos utilizados para estudia-las turbulencias producidas
por un conxunto de foles serven, 4s veces, para estudia-las fluctuaciéns dos mercados
bursdtiles.
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Fisicos e mateméaticos cren que unha explicacién para estes
fenémenos, e para a sia prediccién, pode ser atopada a través
dunha comprensién completa das soluciéns das chamadas ecua-
ciéns de Navier-Stokes.

As ecuaciéns de Navier-Stokes son as ecuacions bésicas para
describir o movemento dos fluidos, e a pesar de que foron descu-
bertas no século XIX, hai mais de cen anos, a nosa comprension
delas segue sendo minima. O reto que se presenta ¢ facer pro-
gresos substanciais cara unha teoria matematica que permita
desbloquear os segredos que se agachan nestas ecuacions.

Stephen Smale [13] propdn esta cuestién nos seguintes ter-
mos: consideremos as ecuaciéns de Navier—Stokes*? sobre un
dominio no espacio 3-dimensional, jadmiten estas ecuacions
unha solucién dnica para todo t7

Ecuaciéns relacionadas coas de Navier-Stokes aparecen dun
xeito natural na descripcién de moitos fendmenos fisicos, e
ningunha delas semella ser, a primeira vista, moi complicada;
todas elas son sistemas de ecuaciéns diferenciais en derivadas
parciais que expresan feitos bésicos tales como a conservacion
da masa, da enerxia e do momento. Pero, como pasa tantas
veces, as apariencias enganan.

Matematicamente, a dificultade para a resolucién das ecua-
ciéns de Navier-Stokes radica no seu termo non lineal. En
contextos nos que este termo é moi pequeno, por exemplo cando
se describe un fluxo lento de auga por un cano cilindrico, a
non linealidade non é un problema e as ecuaciéns poden ser

43Dun xeito mais preciso, tritase de atopar unha aplicacién u: Ry x Q0 — R® de clase
C°° (a funcién u é o “vector velocidade”) e unha funcién p: Q@ — R (a funcién p representa
a “presién”) verificando as ecuaciéns de Navier-Stokes:
du .
Bt + (u-V)u —vVu+gradp=0, divu=0,

4 3 & z ., .
onde R, = [0,00), -V é o operador Y7 u;(0/0z;), v é unha constante positiva, e u
verifica unhas condiciéns iniciais en t = 0 e sobre a fronteira J€2.
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resoltas; pero cando o termo non lineal xa non é pequeno, por
exemplo se a auga vai a gran velocidade polo cano, non sé as
técnicas analiticas para resolver as ecuaciéns fallan, senén que
mesmo os métodos nimericos para a obtencién de solucidns
aproximadas deixan de ser totalmente fiables. Mesmo no caso
claramente mdis sinxelo dun fluxo dun fluido en dimensién dous
as dificultades que provoca o termo non lineal non desaparecen.

A pesar da falla dunha resposta tedrica precisa, a utiliza-
cién do poder computacional dos ordenadores ten permitido &s
investigadores resolver algins problemas. Por exemplo, os en-
xefneiros aeronauticos reduciron significativamente a necesidade
das costosas probas nos tineles de vento; combinando o desefio
asistido por ordenador, para face-los modelos xeométricos das
superficies, cos métodos numéricos para a simulacién aerodini-
mica, os enxefieiros poden agora avaliar os desefios preliminares
das alas, dos motores, e doutras partes dun avién. Do mesmo
xeito, os meteordlogos tefien mellorado a sta capacidade para
resolver as ecuaciéns que lles permiten face-las stias predicciéns
do tempo, e os estudiosos da contaminacién do medio ambiente
comprenden mellor o proceso de difusién dun axente contami-
nante.

Sen embargo, a que se coiiece como Dindmica de Fluidos
Computacional, por exemplo, é algo mais que facer “correr”
o mesmo vello programa nun ordenador mais potente e mais
rapido. A meirande parte do progreso que se ten rexistrado
neste eido débese 6 desenvolvemento de novos métodos ma-
tematicos que permiten, debidamente implementados, que os
ordenadores fagan un mellor traballo.

En todo caso, tédolos indicios ou sinais ‘que emanan do
triunvirato formado pola teoria puramente matematica, a com-
putacidn, e os experimentos, coinciden: as ecuaciéns de Navier-
Stokes fan un traballo fant4stico na descripcién do fluxo dos
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fluidos en tédolos dmbitos, dende a mangueira para rega-lo
xardin ata a explosién dunha supernova. .

Pouco mais se pode dicir sobre a importancia de dar res-
posta a este problema.

Problema 7: A Conxectura de Birch e Swinnerton-
Dyer

Dende sempre, os matematicos estan engaiolados polo pro-
blema de describir tédalas soluciéns nimericas enteiras z, y, 2,
das ecuaciéns alxebraicas do tipo, por exemplo, da ecuacién
z? + y?2 = 2% Euclides deu a solucién completa para esta
ecuacién, en grao dous, pero para ecuaciéns mais complicadas
esta solucién resulta ser extremadamente dificil. Recérdese,
por exemplo, o tempo que ten sido necesario para poder proba-
lo Teorema de Fermat. De feito, en 1970, Yu. I. Matiyasevich
(1947-...) demostrou que o Problema 10 de Hilbert** non ten
solucién, é dicir, non existe un método xeral para determinar
cando tales ecuaciéns tefien unha solucién enteira.

Pero en casos especiais pddese esperar que algo se podera
dicir. Cando as soluciéns son puntos dunha variedade abeliana,
a conxectura de Birch e Swinnerton-Dyer afirma que o tamano
do grupo de puntos racionais estd relacionado co comporta-
mento dunha certa funcién asociada {(s) nas proximidades do
punto s = 1. En particular, esta asombrosa conxectura afirma
que se ((1) é igual a 0 entén existe un numero infinito de pun-
tos racionais (soluciéns), e reciprocamente, se ¢ (1) é distinto
de 0 entén tan sé existe un nimero finito de tales puntos.

44No Problema 10, Hilbert propén a cuestién de determinar a resolubilidade da ecuacién
Diofantica, ou equivalentemente dar resposta 4 seguinte cuestién: jexiste un proceso finito
polo que se poida determinar se unha ecuacién polinémica é resoluble nos enteiros? Matiya-
sevich deu unha resposta negativa a esta pregunta: tal proceso non existe (Sov. Math.,
Dokl. 11 (1970), 354-358).
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;MATEMATICA PURA OU MATEMATICA
APLICADA?

Non quero remata-la mifia intervencién sen adicar unhas
verbas & que semella ser unha das grandes disxuntivas 4s que
se enfrontan as Matemadticas no mundo actual: ;Matem4tica
Pura ou Matemadtica Aplicada? Como xa lles relatei 6 principio
da mina intervencién, lembrando verbas de Felix Klein e de
Henri Poincaré, non nos atopamos ante un fenémeno producto
dos tempos que vivimos, nin moito menos.

Xa Platén se referia a esta disxuntiva nun dos seus es-
critos, no que se recolle un didlogo entre Sécrates e Plutarco?,
didlogo no que o primeiro, Sécrates, lle pregunta 6 segundo,
Plutarco: “;Existen acaso dous tipos de aritmética, a da xente
e a dos filésofos? ;E que me dis da arte das contas ou das me-
didas, usadas na construccién e no comercio, en comparacién
coa xeometria filoséfica e os cdlculos elaborados? ;Debemos
falar de unha ou de ddas?”. E Plutarco responde: “Eu diria
que cada unha delas son as ddas”.

Armand Borel, membro destacado do grupo Bourbaki, dixo
nunha ocasién: “As Matemadticas son como un gran iceberg;
por baixo da superficie atépanse as Matematicas Puras, féra
da vista da xente. Por riba da auga estd a punta do iceberg,
a parte visible que se deu en chamar Matematica Aplicada. A
maioria da xente tan sé ve esa punta que emerxe sobre a auga
e non se decatan de que esa porcién que eles ven non existiria
sen a outra porcién, moitisimo madis grande, que permanece
agachada da sia vista por baixo da auga, a Matemdtica Pura”.

Hoxe en dfa estamos xa afeitos a falar de que hai que
elexir entre investigaciéon “pura” ou investigacién “aplicada”,
dos Plans I+D, dos Programas Especiais, das Areas Priori-

45En “Philebus”.
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tarias, etc., e coido que tal contraposicién, “pura” contra “apli-
cada”, ¢ artificial e mesmo perigosa, polo menos no que as Ma-
tematicas se refire. De feito, unha gran parte do que se adoita
chamar Matematica Pura ten a sia orixe en investigacién moi
practica, e reciprocamente. E nada impide que algin dia, nun
futuro quen sabe se moi préximo ou ainda moi lonxano, o tra-
ballo realizado nun contexto esencialmente “puro”, e por xentes
visceralmente tan puras como o foi Godfrey H. Hardy, retorne
nun contexto de importante investigacion practica.

Por certo, non podo deixar de preguntarme qué pensaria
Hardy, morto en 1947, se hoxe levantase a cabeza e se decatase
de en qué medida ten resultado aplicable e aplicada a que el
calificaba, xactanciosamente, como “a mais inutil de tédalas
ramas das Matematicas: a Teoria de Numeros”. Porque é
un feito indiscutible que a aplicabilidade ou non aplicabili-
dade dunha determinada teoria matematica é algo absoluta-
mente impredicible. Phillip A. Griffiths, actual Secretario da
Unién Matematica Internacional e Director do Instituto de Es-
tudios Avanzados de Princeton, abunda nesta afirmacién ¢ di-
cir: “Canto mdis fundamental é a Matematica implicada tanto
mais ampla resulta ser a sia aplicacién”.

E frente 4 actitude extrema representada por Hardy, de-
fendendo o estudio das Matematicas como unha forma superior
do conecemento humano, independentemente da sda utilidade
social, un atépase coa actitude oposta, de acordo coa que tan
s6 se deberian de considerar e estudiar aqueles aspectos das
Matematicas que sexan socialmente utiles. Esta actitude tivo
a sua maxima expresion, probablemente, baixo o réxime de
Mao na Republica Popular Chinesa, polo que algins autores a
denominan “Maoismo matematico”.

Nun certo momento, baixo o réxime de Mao, declarouse
unha moratoria sobre o traballo de investigacion cientifica en
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xeral, que afectou tamén, naturalmente, & investigacion en
Matematicas. Os investigadores foron obrigados a realiza-lo seu
traballo de acordo co principio politico de que “a investigacion
cientifica debe servir a politica proletaria, és traballadores, ds
campesinios e 6s soldados, e estar integrada totalmente no pro-
ceso productivo”. '

Durante ese periodo funcionaron en China comités asesores
que informaban sobre a importancia da investigaciéon que se fa-
cia en areas e subareas das Matematicas, asi cdmo da sua ade-
cuacién ou conformidade con ese principio politico; é dicir, sem-
pre baixo o criterio dé que a investigacién que se realizase de-
beria estar dirixida & resolucion de problemas practicos, 6 igual
que a sda ensinanza deberia basearse en aplicaciéns concretas.
Mesmo se presionou ¢s investigadores para que abandoasen o
traballo en determinadas areas, como pasou coa Topoloxia por
exemplo, dreas que eran consideradas como inutiles para tal
obxectivo®.

Paul R. Halmos?*’, cofiecido como matematico puro “mili-
tante”, 6 reflexionar sobre as dias Matematicas, sinala: “A mo-
tivacién para un matematico aplicado é comprende-lo mundo
e, quizais, cambia-lo. Unha vez fixado un problema, as técnicas
para a sua resolucién son elexidas e xulgadas pola sia eficien-
cia; e a satisfaccidon acadase de acordo co grao de coincidencia
da solucién obtida coa realidade e da sia utilidade para rea-
lizar prediccidons. Pola contra, a motivacién dun matemadtico
puro é, con frecuencia, simplemente a curiosidade. A eleccién
da técnica para resolver un problema estd dictada, 6 menos
en parte, pola sia armonia co contexto que o rodea, e a satis-

46Unha delegacién de mateméaticos americanos visitou China en 1976, e durante a sda
visita tiveron a oportunidade de celebrar encontros informais con matematicos chineses.
No informe sobre a sia visita elaborado pola delegacién americana recéllense descripciéns
das sdas entrevistas con estes matemadticos, descripciéns que permiten constata-la terrible
realidade daquela situacion.

47En [15], P.R. Halmos, Applied Mathematics is bad Mathematics, p. 9-20.
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faccién é maior en tanto en canto a solucién atopada mostre
conexiéns insospeitadas entre ideas ou conceptos que semella-
ban moi lonxanos os uns dos outros.”

Moitos mateméticos puros seguen considerando a stia espe-
cialidade como unha arte (o Hardynismo non estd morto). Os
matematicos aplicados parecen considera-lo seu tema, s veces,
como unha simple sistematizacién de métodos.

Para moitos matemdaticos puros a Matematica Aplicada
non é outra cousa que unha bolsa chea de trucos, sen mais
mérito que o de que eses trucos funcionan. Para moitos mate-
maticos aplicados a meirande parte da Matematica Pura me-
rece ser descrita como unha abstracciéon sen mais sentido que
0 seu amor por si mesma e, polo tanto, sen mérito algun.

Este clima ou ambiente de tensién entre a Matematica Pura
e a Matematica Aplicada, tan claramente posto de manifesto
por estas opiniéns, non é algo novo, nin tampouco ¢ algo polo
que debamos lamentarnos. De feito, esta tensién é unha fonte
inesgotable de novas Matemadticas; primeiro a teoria aplicase
na practica e logo esa préactica conduce a unha nova teoria.
Esta situacién é algo tan vello como a propia Matematica.

E posto que a historia debe servirnos sempre como refe-
rente e guia, non resulta aventurado pensar que as aplicacions
mais importantes das dreas mais puras das Matemadticas ainda
estan por chegar, e farano moi probablemente en areas que non
poderiamos nin imaxinar neste momento.

REMATE

E remato xa, pois moito temo ter abusado de mais da sda
paciencia, recordando as verbas de tres insignes matematicos.

Georg Cantor deixou escrito: “A esencia da Matemaética ¢
a liberdade”.
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André Weil, un dos membros fundadores de Bourbaki e sen
diubida un dos matematicos méis importantes do século XX
que agora termina, escribiu®®: “Para nds, que temo-las costas
dobradas baixo o peso da herdanza do pensamento grego e que
caminamos pola senda trazada polos heroes do Renacemento,
unha civilizacién sen Matemdticas é inimaxinable. O igual que
lle pasou 6 Postulado das Paralelas, o Postulado de que “as
Matemadticas sobreviviran” foi desposuido da sta “evidencia”;
pero asi como o primeiro non é xa necesario, non poderiamos
seguir adiante sen o segundo”.

E por ultimo, Herman Hankel (1839-1873), matemaético
aleman do século pasado, escribiu: “Na maioria das Ciencias
unha xeracién destrie o que ten edificado a outra, e o que unha
estableceu desfaino a outra. Sé en Mateméticas cada xeracién
engade un novo piso 4 estructura anterior”.

A coherencia do edificio matematico sempre provoca asom-
bro, pero pensar ou facer crer que estd acabado seria un erro
dramadtico, xa que iso seria negar que as Matemdticas son unha
Ciencia e unha Ciencia moi viva, unha dobre verdade moitas
veces agachada.

Moitas gracias pola sda atencién.

18A. Weil, The Apprenticeship of a mathematician, Birkhiuser Verlag, Basel 1992.
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