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La cortesia del matematico es la claridad, la comunicacién diafana. No obs-
tante, cuando un cientifico tiene que hacer una exposicion relacionada con la ma-
teria a la cual se dedica, y en el piiblico al que se dirige hay personas cuyos cam-
pos de interés son muy diversos, €l ser cortés, es decir, el ser claro, puede en-
contrar enormes dificultades. Yo, como matematico, tengo la obligacién de
hablar de matematicas, pero, dada la naturaleza del acto que celebramos, voy a
evitar en lo posible los tecnicismos. Por otra parte, he seleccionado para esla oca-
sion aspectos que, a mi juicio, tienen un interés que trasciende los limites de Ia
ciencia a la que me dedico. Sirva de ejemplo la teoria de conjuntos que ha moti-
vado que la logica, estancada durante siglos, haya tenido un desarrollo especia-
cular en lo que va del siglo xx.

Debo decir que la matematica es, ademas de una ciencia, un arte, y encierra
un tipo de belleza de la que participa también la poesia. El poeta aleman Novalis
afirmaba: «el algebra es poesiar. Las siguientes palabras son del filosofo y mate-
matico inglés Bertrand Russell: «el verdadero espiritu de alegria, de exaltacion, el
sentimiento de ser mas que un hombre, que forman la piedra de toque de la exce-
lencia més elevada, se hallan tanto en la matematica como en la poesia», Hay
una carta, fechada el 29 de febrero de 1932, del gran poeta francés Paul Valery,
dirigida a un joven que le pide consejos para iniciarse en el estudio de las mate-
maticas, de la cual entresaco algunos parrafos que me parecen significativos: «Si
le atrae el aspecto matematico del pensamiento, o mas bien el aspecto filos6fico
de las matematicas, lea las obras de Bertrand Russell, que son muy notables, y
combine su lectura con la de los estudios criticos de H. Poincaré... Pero, de ma-
nera mas general, si usted no pretende hacer de las matematicas su principal obje-
to de estudio y si no busca en ellas mas que el fruto tipico que pueden ofrecer al
espiritu la atencion y el analisis de conceptos arbitrariamente definidos, me per-
mito darle el consejo de que retome los comienzos de esta ciencia y considere por



usted mismo los problemas mas elementales (en apariencia). Estas premisas, ade-
mas, son una fuente perpetua de reflexiones y descubrimientos para los maestros.
So6lo en la numeracion hallara usted materia para reflexionar durante largo tiem-
po. Piense que Leibniz no desdefio ocuparse de ella. No menos interesante para
la meditacion es la notacion algebraica; toda la parte formal que se ha derivado
de ella poco a poco y ha adquirido un desarrollo inmenso, es algo del mayor inte-
rés. Lo mismo las definiciones y los postulados de la geometria, cuyo analisis in-
finitamente sutil realizado en los tiempos modernos ha permitido concebir la
Fisica como una Geometria Generalizada». «He aqui algunas sugerencias. No sé
si responden a sus deseos, pero yo no soy en absoluto un especialista, sino a lo su-
mo un admirador y un amante desdichado de la mas bella de las ciencias».

Hace mucho tiempo que percibi relaciones entre las matematicas y la poesia.
Fue en mis afios mozos transcurridos en un pueblo andaluz, en mi pueblo. Tuve
la percepcion mas clara cuando intentaba comprender a fondo la solucion al fa-
moso problema de la cuadratura del circulo. Antes de seguir adelante, y en la cre-
encia de que dicho problema puede resultar intelectualmente atractivo para
muchas personas que estan aqui, voy a empezar exponiendo brevemente en qué
consiste. Imaginemos que tenemos dibujado un circulo en una cuartilla: entonces
se trata de dibujar un cuadrado, apoyandonos en el circulo y utilizando la regla y
el compas como unicos instrumentos de dibujo, de manera que el 4rea de este
cuadrado sea igual al area del circulo dado. Por supuesto que, para el mateméti-
€0, no es necesario conseguir realmente el cuadrado: basta con explicar lo que
habria que hacer con una regla y un compas, ideales para llegar a la solucién del
problema; lo que importa es el razonamiento, no la realizacion. Ya el famoso
matematico francés Poincaré decia, con cierto sentido del humor, que la mate-
matica es el arte de razonar bien con figuras mal hechas.

Los primeros intentos para conseguir la cuadratura del circulo se localizan,
segun Plutarco, en Grecia, en el siglo v antes de Cristo. A partir de entonces y du-
rante mas de dos mil afios se ha empleado, por numerosos matematicos, un in-
menso caudal de energia para tratar de obtener una respuesta satisfactoria. En el
siglo de Pericles algunas personas tuvieron verdadera obsesion por el problema;
€sto motivo que Aristdfanes, el célebre comediografo griego, que tan dado era a
la burla, hablara de la necesidad de hacer la cuadratura del mundo.

Volvamos al contenido matematico de dicho problema. Todos sabemos que
si se mide la longitud de una circunferencia y el resultado se divide por la longitud
de su diametro, se obtiene un nimero que no depende del tamafio de la circunfe-
rencia; éste es el nimero 7 = 3°1415... Por otra parte, sabemos que el 4rea del
circulo es el producto de 7 por su radio al cuadrado. Por lanto, si tomamos como
unidad de longitud el radio del circulo que tenemos dibujado en la cuartilla, el
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area de este circulo sera igual a 7 y el cuadrado que tratamos de construir con la
regla y el compds debe tener también como area 7 y, en consecuencia, el lado de
dicho cuadrado tendra como longitud la raiz cuadrada de . Se deduce de lo an-
terior que el problema de la cuadratura del circulo consiste en, dado un segmento
unidad (el radio del circulo), construir, con regla y compés, un segmento (el lado
del cuadrado) cuya longitud sea igual a la raiz cuadrada del nimero . Para
darles una idea de como se pudo lograr a finales del siglo XIX una respuesta satis-
factoria, negativa, por cierto, al problema de la cuadratura del circulo, diré que
esto se logro gracias a la geometria analitica, que permitié plantear dicho proble-
ma en términos algebraicos. Si se toman en la cuartilla unos ejes rectangulares
OXy OY que pasen por el centro O del circulo, y como unidad de longitud el ra-
dio, el problema que nos ocupa quedara reducido a determinar un punto en el eje
OX cuya abscisa sea igual a la raiz cuadrada de . Si tenemos en cuenta el hecho
de que con la regla se trazan rectas, que vienen representadas por ecuaciones de
primer grado en las variables x ey, y con el compas se dibujan circunferencias,
que tienen como expresiones analiticas ecuaciones de segundo grado en dichas
variables, si la cuadratura del circulo fuera posible, se podria llegar, después de
trazar un namero finito de rectas y circunferencias, a obtener el punto del eje OX
de abscisa igual a la raiz cuadrada de 7 como interseccion de dicho €je con una
cierta recta o circunferencia, lo que se traduce analiticamente en que 7 es raiz de
una cierta ecuacion algebraica. Se demuestra que el trazado de rectas y circunfe-
rencias puede realizarse de tal modo que = sea raiz de una ecuacién algebraica
con coeficientes enteros. A partir de aqui se obtiene el siguiente resultado: si la
cuadratura del circulo, con regla y compas, es posible, entonces el niimero 7 es
raiz de una ecuacion P(x) = 0, en donde P(x) es un polinomio de coeficientes en-
teros. De esta forma, un problema de geometria se traslada a un problema de al-
gebra.

En el ano 1873, un matematico francés, C. Hermite, publicé un famoso
articulo sobre la funcién exponencial en el cual demuestra que el nimero e, base
de los logaritmos neperianos, es un nimero trascendente, es decir, que el niimero
e no es raiz de ninguna ecuacién de la forma P(x) = 0, en donde P(x) es un poli-
nomio no nulo de coeficientes enteros. Estudié este articulo en mi pueblo hace
muchos afios, cuando yo era un muchacho mas interesado por la literatura, la
filosofia y, en especial, por la poesia que por las matematicas. Leia entonces a
Antonio Machado, Miguel de Unamuno, Juan Ramén Jiménez y a los poetas de
la generacion del 27, como a Federico Garcia Lorca, Luis Cernuda, Manuel Alto-
laguirre, Emilio Prados, Pedro Salinas, Jorge Guillén, Gerardo Diego, etc. En el
tiempo en que estudiaba el trabajo de Hermite leia también un libro extraordina-
rio de poesia, Sombra del Paraiso, de Vicente Aleixandre. Recuerdo que después
de leer el poema Luna del Paraiso, quiza la oda mas bella que se ha escrito en len-
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gua castellana, pensé que si tuviera que elegir entre esta oda y el trabajo de Her-
mite no sabria qué hacer. Decidi entonces que la poesia y las matematicas me
acompafarian durante toda mi vida.

El matematico Painlevé se refiere a Hermite con estas palabras: «Los que

han tenido la dicha de ser alumnos del gran gedmetra no pueden olvidar el tinte

 casi religioso de sus ensefianzas, el estremecimiento de belleza o de misterio que

hacia correr a través de su auditorio ante algiin admirable descubrimiento a ante
lo desconocido».

Hermite sentia que el método que habia utilizado para demostrar la trascen-
dencia del nimero e no era lo suficientemente potente para intentar lo mismo con
el mimero 7. Sin embargo no fue asi, pues en el afio 1882, Lindemann logré pro-
bar, con las mismas técnicas que Hermite, que el niimero = es trascendente, es de-
cir, que no es raiz de una ecuacion de la forma P(x) = 0, en donde P(x) es un po-
linomio no nulo con coeficientes enteros. Con esto el problema de la cuadratura
del circulo quedaba definitivamente cerrado: la cuadratura del circulo, con regla
¥ compas, es imposible.

Quisiera afiadir ahora que el trabajo en matematicas exige a veces un esfuer-
zo considerable. Incluso hay que adquirir previamente habitos mentales
especificos. El mismo sentido del rigor parece que no es una cosa natural al
hombre. Decia Poincaré que el rigor en mateméticas necesita aprendizaje. Uno
puede plantearse la cuestion de si el esfuerzo para adquirir ciertos conocimientos
0 conseguir determinados resultados puede ser desproporcionado. Bertrand
Russell, en su autobiografia, llama al periodo en el que se dedicé mas activamen-
te a la l16gica matematica su luna de miel intelectual; pero, en contrapartida, ma-
nifiesta que abandono las matematicas porque no se sentia con animos para reali-
zar un trabajo tan duro. De todas formas, mi experiencia personal me dice que si
se tiene sensibilidad suficiente para percibir la belleza en matematicas, el esfuer-
20, en la mayoria de los casos, puede ser algo secundario.

Paso a exponer a continuacién algunas ideas sobre la teoria de conjuntos.
Puede decirse que la primera base sobre la que descansa el edificio matematico es
la l6gica, mas arriba est4 la teoria de conjuntos y a partir de aqui nacen las diver-
sas ramas de las matematicas.

La teoria de los conjuntos infinitos fue creada por el matematico alemén G.
Cantor que entre los afios 1874 a 1897 publicé sus resultados mas importantes
sobre los niimeros cardinales y los ntimeros ordinales transfinitos. Cantor llegd a
su teoria mientras trabajaba en las series trigonométricas, tema muy estudiado en
el siglo X1X por sus aplicaciones a los problemas de fisica. Al investigar en dichas
series se vio obligado a analizar conjuntos muy generales de nimeros reales, en-
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contrando propiedades topolégicas de ellos (por eso a Cantor se le considera
también como uno de los fundadores de la topologia conjuntista), teniendo que
realizar a veces una infinidad de iteraciones para construir nuevos conjuntos,
continuando iterando incluso después de esta infinidad de operaciones,

Empezaré con ejemplos sencillos de ntimeros cardinales. Consideremos el
conjunto de las provincias de la comunidad catalana y el conjunto de las provin-
cias de la comunidad gallega. Establezcamos una relacién entre los elementos de
ambos conjuntos de la siguiente forma: a Barcelona le hacemos corresponder La
Corufa, a Tarragona, Lugo; a Gerona, Orense y a Lérida, Pontevedra. De esta
manera, hemos construido una correspondencia biunivoca, es decir, a cada pro-
vincia catalana se le asigna una provincia gallega y una sola, de tal modo que a
provincias catalanas distintas les corresponden provincias gallegas distintas y ca-
da provincia gallega es el elemento correspondiente de alguna provincia catalana.
El hecho de que se pueda establecer una correspondencia biunivoca entre los dos
conjuntos considerados nos dice que ambos conjuntos tienen en comiin algo de
naturaleza matematica que, hablando intuitivamente, le podemos llamar el ni-
mero cuatro. De esta forma, al conjunto de las provincias catalanas, e igual al
conjunto de las provincias gallegas, se le adscribe un nimero cardinal: el cuatro.
En general, a cada conjunto finito se le adscribe un niimero cardinal de manera
que a dos conjuntos que se puedan poner en correspondencia biunivoca se les
asigna el mismo numero. Utilizando ahora uniones de conjuntos, productos car-
tesianos, etc., se pueden definir operaciones con los nimeros cardinales y de-
sarrollar a partir de aqui toda la aritmética,

Cantor introduce su teoria de niimeros cardinales transfinitos de una forma
analoga, pero utilizando conjuntos infinitos. Tomemos, por ejemplo, el conjun-
to de los enteros positivos 1,2,3,... v el conjunto de los enteros negativos
-1,-2,-3,... Establezcamos una correspondencia biunivoca entre los elementos de
ambos conjuntos de la siguiente forma: al 1 le hacemos corresponder el -1, al 2, el
-2, al 3, el -3, al 4, el -4, y asi sucesivamente. Puesto que estos dos conjuntos se
pueden poner en correspondencia biunivoca se dice que tienen el mismo nitmero
cardinal. A este cardinal se le representa con la letra hebrea alef seguida del
subindice cero ( X, ). Es decir, que el conjunto formado por todos los enteros po-
sitivos tiene como ntmero cardinal el alef subcero. Cualquier conjunto que se
pueda poner en correspondencia biunivoca con éste se dice que es infinito nume-
rable y tiene también como niimero cardinal el alef subcero. En 1874, Cantor
publica un articulo en donde prueba que el conjunto de los niimeros reales no se
puede poner en correspondencia biunivoca con el conjunto de los enteros positi-
vos. Consecuentemente, el niimero cardinal del conjunto de los niimeros reales,
al cual se le llama el continuo, es diferente del alef subcero. El método introduci-
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do por Cantor para obtener dicha prueba se ha hecho famoso ¥ es conocido co-
mo «el proceso diagonal de Cantor».

Una diferencia que se observa entre los conjuntos finitos y los infinitos es la
siguiente: consideremos de nuevo ¢l conjunto formado por las provincias catala-
nas. Un subconjunto de éste es el formado por Barcelona y Tarragona, al cual le
corresponde como nimero cardinal el dos; pues bien, es imposible establecer una
correspondencia biunivoca entre este subconjunto y el conjunto de todas las pro-
vincias catalanas. En general, no se puede construir una correspondencia
biunivoca entre los elementos de un conjunto finito y los elementos de un sub-
conjunto propio de ¢él. La situacion para conjuntos infinitos es muy diferente;
asi, por ejemplo, el conjunto de los niimeros positivos pares 2,4,6,... es un sub-
conjunto propio de los enteros positivos 1,2,3...., v, sin embargo, se puede es-
tablecer una correspondencia biunivoca entre ellos: al 2 se le hace corresponder el
1,al4,el2,al6,el3,al8, eld,..,eic., es decir, a cada nimero entero positivo
par le asignamos este mismo niimero dividido por 2, Consecuentemente, el con-
junto de los nlimeros enteros positivos pares tiene como nfimero cardinal el alef
subcero.

Cantor demuestra que si se tiene un plano y une recta en él, se puede estable-
cer una correspondencia biunivoca entre los puntos de la recta y los puntos del
plano. Luego podemos afirmar, a pesar de que la recta es un subconjunto propio
del plano, que el nimero de puntos de la recta es el mismo que el nimero de pun-
tos del plano.

Cantor demuestra ademas que existe una infinidad de numeros cardinales
transfinitos y construye una bella aritmética para estos niimeros. Dentro de la
teoria de conjuntos Cantor define también el concepto de niimero ordinal trans-
finito y descubre numerosas propiedades relacionadas con &I,

Las investigaciones de Cantor fueron bien recibidas PpOr nuMmMerosoes matema-
ticos, aunque no por todos, como, por ejemplo, por el famoso matematico ale-
man Kronecker. La objecion fundamental descansaba en la reserva que se tenia a
la aceptacion del infinito actual. Cuando se dice que el conjunto de los niimeros
enteros positivos es infinito, esto se puede entender de dos formas: como una ca-
pacidad para obtener niimeros tan grandes como queramos; asi, si tornamos el
numero un millon, podemos afirmar que existe un niimero mas grande que él,
por ejemplo, dos millones. Al infinito concebido de esta manera se le llama el in-
finito potencial. La segunda forma es la utilizada por Cantor: los niimeros ente-
IOs positivos, por ejemplo, se consideran formando un conjunto ¢on una existen-
cia real y objetiva, como algo que esta ahi. Al infinito entendido de esta otra ma-
nera se le llama el infinito actual, y ha sido fuente de numerosas discusiones.

Un brillante matematico y fil6sofo aleman, G. Frege, publicé un trabajo en
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dos volimenes (el primero apareci6 en 1893 y el segundo en 1903) en el que se
explica cOmo se pueden construir las matematicas a partir de ciertos principios de
logica. Poco después de publicarse el segundo volumen, Bertrand Russell comu-
nicé a Frege una contradiccion que se deducia de los principios logicos utilizados
por éste. Dicha contradiccion es la famosa paradoja de Russell.

Antes que Russell, habian detectado paradojas en la teoria de conjuntos
Cantor y Burali-Forti, pero la paradoja de Russell, que, por otra parte, la habia
encontrado también independientemente el matematico aleman Zermelo, es tan
directa y clara que no es extrafio que causara en aquel tiempo una gran conmo-
cion en la Matemética. Parecia que el edificio construido por Cantor se tambale-
aba. Para un matematico, el vivir en una reoria en donde existen contradicciones
es, por lo menos, muy incomodo. Cuenta Fraenckel que alguien comunicod al
gran David Hilbert su preocupacion por la existencia de las paradojas; la contes-
taciéon de Hilbert fue aproximadamente la siguiente: «Cantor construyd con su
teoria de conjuntos un paraiso para los matematicos, y no habra nadie capaz de
expulsarnos de él».

Antes de explicar la paradoja de Russell quisiera hacer una observacion. An-
teriormente, he puesto como ejemplo de conjuntos las provincias que forman la
comunidad gallega; pero he de afiadir ahora que la comunidad gallega es, ademas
de un conjunto de provincias, un elemento de otro conjunto: el formado por to-
das las comunidades de Espafia. Vemos, pues, que a un conjunto se le puede
considerar a veces como un elemento de otro conjunto. Russell procede de la si-
guiente forma: representemos por B el conjunto formado por aquellos conjuntos
X tales que X, considerado como elemento, no pertenece al conjunto X. Pueden
suceder dos casos: que el conjunto B, considerado como elemento pertenezca a
B; entonces B sera alguno de los X citados antes ¥, por tanto, B no pertenece a B,
lo cual es una contradiccion. En el segundo caso, partimos de que B, considerado
como un elemento, no pertenezca al conjunto B, y obtenemos entonces que B es
alguno de los X anteriores y, en consecuencia, B pertenece al conjunto B, lo cual
es una contradiccion.

Ante el naufragio obvio producido en los fundamentos de las mateméaticas
por la aparicion de las paradojas, surgieron en un principio dos equipos de salva-
mento. Por un lado, Zermelo, creando en 1908 su célebre axiomatica de la teoria
de conjuntos, y, por otro lado, aproximadamente por el mismo tiempo, Russell y
Whitehead que en el famoso libro Principia Mathematica incluyen también otra
axiomatica. Ambos trabajos pusieron limitaciones al concepto de conjunto y eli-
minaron las paradojas conocidas.

La axiomatica de Zermelo se completa con el axioma de eleccién, el cual ha
sido fuente de numerosas discusiones y controversias, y con el axioma de re-
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emplazamiento obtenido por Fraenckel y otros. Cuando después cite sin mas la
axiomatica de la teoria de conjuntos me estaré refiriendo a este sistema de
Zermelo-T'raenckel. Quisiera afladir que para trabajar en matematicas el sistema
de Zerme!o es extraordinariamente mejor que el de Principia Mathematica.

"Los métodos axiomaticos se han usado en matematicas en diversas si-
tuaciones. incluso a veces se ha dicho que los axiomas, también llamados postu-
lados, eran verdades matematicas evidentes, cosa que ahora nos parece de una
gran ingeriuidad. Si nos fijamos, por ejemplo, en la geometria euclidea, observa-
mos que se parte de ciertos elementos primitivos que se admiten sin definiciones:
son los puntos, las rectas y los planos. Después se enuncian los postulados o
axiomas, que relacionan los elementos primitivos y que vienen a ser, de alguna
manera, cefiniciones indirectas de éstos. A partir de aqui, y como consecuencias
logicas, se demuestran propiedad de los elementos primitivos o bien de otros en-
tes geometricos introducidos a lo largo del desarrollo de la geometria y cuyas
construcciones se apoyan en los resultados obtenidos. Uno de los axiomas de la
geometria de Euclides es €l famoso postulado de las paralelas que dice lo siguien-
te: «si en un plano se da una recta y un punto exterior a ella, por este punto se
puede trazar una recta, y solamente una, paralela a la recta daday. Si no se admi-
te el anterior axioma pueden obtenerse geometrias muy diferentes. Asi, por
¢jemplo, en la geometria de Riemann se utiliza este otro postulado: «si en un pla-
no se dan una recta y un punto exterior a ella, por este punto no se puede trazar
una recta paralela a la recta dada». Consecuencia de esto es que en la geometria
de Riemann se obtienen muchos resultados que contradicen propiedades mate-
maticas contenidas en la geometria de Euclides. Por otra parte, las geometrias se
aplican al mundo, pero las propiedades espaciales del mundo no son exactamente
las estudiadas por el hombre en sus geometrias, y asi resulta que la geometria de
Euclides se aproxima localmente al espacio ordinario y puede aplicarse, por
ejemplo, en la construcei6n de un edificio, pero cuando se trata de aplicarla al
universo, las cosas no son tan claras, y se ha comprobado que, en este caso, la
geometria de Riemann es mucho mas adecuada. Esto explica el éxito de dicha
geometria en la teoria de la relatividad de Einstein.

En la teoria de conjuntos los elementos primitivos son los conjuntos y los
elementos de los conjuntos, Respecto a los axiomas, sélo diré aqui que el proble-
ma de la consistencia de ellos, es decir, de que no conduciran a una contradic-
cion, es una cuestion abierta.

Durante mucho tiempo, algunos matematicos han creido que, en la teoria de
conjuntos, para cualquier enunciado que fuera significativo, se podria llegar a
demostrar su verdad o falsedad mediante un proceso finito. En 1931 Kurt Godel
puso de manifiesto que esta creencia no estaba fundamentada probando que en
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toda teoria axiomatica consistente, que contenga la aritmética elemental, siempre
hay enunciados significativos de los que no se puede afirmar si son verdaderos o
falsos, es decir, no es posible «decidir» a partir de los axiomas la verdad o false-
dad de dichos eniunciados; por esto se les da el calificativo de indecidibles. Este
magnifico resultado de Gddel sobre la incompletitud de dichas teorias axiomati-
cas no so6lo es importante desde un punto de vista matematico sino también desde
una perspectiva filoséfica.

Los resultados indecidibles construidos por Gédel, aunque son significativos
desde un punto de vista formal riguroso, no parecen tener una interpretacion ma-
tematica, lo que ha motivado que ciertos matematicos los vean como poco natu-
rales. Sin embargo, posteriormente, se ha visto que existen enunciados, como la
famosa hipétesis del continuo de la que me ocuparé después, que son indecidibles
y tienen ademas una clara significacién matematica.

Antes de seguir adelante voy a decir unas palabras sobre Godel: es el logico
mas importante de este siglo. Naci6 en Briinn (Moravia) en 1906. Estudi6 mate-
maticas en la Universidad de Viena. En su conocida Tesis doctoral demuestra la
suficiencia de los axiomas del calculo légico de primer orden. Probablemente es
la tesis mas breve que se ha escrito nunca: s6lo tiene once paginas. Gédel partici-
po en las actividades del famoso Circulo de Viena. En 1939, huyendo de los na-
zis, marcho a los Estados Unidos en donde permaneci6 hasta su muerte, acaecida
en 1978. Fue miembro del Instituto de Estudios Avanzados de Princeton desde
1940. No solo investigé en légica y en filosofia de la matematica sino también en
teoria general de la relatividad, influenciado por su compaiiero Einstein, que
también era miembro del Instituto. Sus trabajos son extraordinariamente densos
y profundos.

Prosiguiendo con la teoria de conjuntos dedicaré unas palabras a la hipotesis
del continuo. Dicha hip6tesis tiene el siguiente enunciado: «cada subconjunto in-
finito de nimeros reales que no se pueda poner en correspondencia biunivoca
con el conjunto de los niimeros enteros positivos, se puede poner en correspon-
dencia biunivoca con el conjunto de todos los nlimeros realesy. Otra forma de
expresar la anterior propiedad consiste en la afirmacion de gue no existe ningln
numero cardinal estrictamente comprendido entre el alef subcero y el continuo.

Durante mas de medio siglo muchos matematicos abrigaron la creencia de
que la hipétesis del continuo era cierta y dedicaron ingentes esfuerzos para inten-
tar conseguir una prueba. El mismo Cantor trabajo intensamente en ello, David
Hilbert publicod un articulo en donde probaba que la hipotesis del continuo era
verdad; pero unos meses mas tarde se encontrod que habia un error en la de-
mostracién. El matematico ruso N. Lusin, que formaba parte del grupo de topd-
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logos que se formé en Mosct alrededor de la figura de Alexandroff, afirmaba
que la hipotesis del continuo no se resolveria nunca. El matematico polaco Sier-
pinski, al cual dedicaré ahora unas palabras, escribio una bella monografia sobre
la hipoétesis del continuo en donde da numerosas equivalencias. Sierpinski no sé-
lo eseribid bellisimos articulos sobre la hipétesis del continuo sino también sobre
muy diversos temas dentro de la teoria de conjuntos infinitos a la que dedicé mas
de cuarenta afios de su vida. Fundé, junto con los también matematicos polacos
Janiszewski y Mazurkiewicz, la revista Fundamenta Mathematicae, famosa en el
mundo en teoria de conjuntos, topologia y fundamentos de la matematica. Sier-
pinski era un entusiasta investigador en conjuntos infinitos y poseia un ingenio
extraordinario para la resolucién de problemas. Su tumba, conforme a su deseo
expresado muchos afios antes de su muerte, tiene la siguiente inscripcion:
Waclaw Sierpinski, 1882-1969, explorador del infinito.

En 1939, Godel descubre el siguiente resultado, que es importante y sorpren-
dente: «si la axiomatica de la teoria de conjuntos es consistente y se le afade, co-
mo axioma, la hipétesis del continuo, el nuevo sistema axiomatico es consisten-
te». Esto no prueba que la hipétesis del continuo es cierta, pero si prueba que es
imposible demostrar que la hip6tesis del continuo es falsa.

Antes de que Godel publicara el anterior resultado, se habia utilizado la hi-
potesis del continuo por numerosos matematicos para dar ejemplos y contra-
ejemplos en topologia conjuntista, Todas estas construcciones estaban en el aire
amenazadas por la posibilidad de que algun dia se probara que la hipétesis del
continuo fuera falsa. Godel vino a dar luz verde en esta direccion y desde enton-

ces la hip6tesis del continuo se utiliza en topologia conjuntista con toda tranquili-
dad.

En 1963, un matematico americano, Paul Cohen, utilizando en parte las ide-
as de Godel, obtuvo un éxito extraordinario al probar lo siguiente: «si la axioma-
tica de la teoria de conjuntos es consistente vy se le anade, como axioma, la nega-

cion de la hipotesis del continuo, el nuevo sistema axiomatico también es consis-
tente.

Se deduce de los resultados de Godel y Cohen que la hipétesis del continuo,
la cual tiene, obviamente, un significado matematico muy claro, pertenece a los
enunciados indecidibles, es decir, que a partir de la axiomatica de la teoria de
conjuntos no se puede demostrar su verdad ni tampoco su falsedad.

Voy a continuar con esta excursion sobre los conjuntos refiriéndome al
axioma de libre elecci6n de Zermelo, que ha sido fuente de controversias apa-
sionadas. Empiezo con un ejemplo. Los profesores de nuestra Facultad de Mate-
maticas forman un conjunto, los de la Facultad de Medicina forman otro con-
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junto y, en general, los profesores de cada Facultad de nuestra Universidad cons-
tituyen un conjunto. De esta manera se tiene una coleccion de conjuntos. Imagi-
nemos que se quiere nombrar una comision de profesores de manera que todas
las Facultades tengan representacion en ella. Entonces podemos «elegir», y pon-
go entre comillas elegir, un profesor de la Facultad de Medicina, otro de la Facul-
tad de Farmacia y, en general, un profesor de cada Facultad. De esta manera se
construye un nuevo conjunto: la comision. Pues bien, de este ejemplo voy a pa-
sar a una abstraccion y a formular un axioma, en este caso el axioma de eleccion,
que dice lo siguiente: «dada una coleccion de conjuntos no vacios, existe un con-
junto que tiene precisamente un elemento de cada conjunto de la colecciény.

El enunciado anterior parece muy natural, pero si lo observamos con mas
atencion aparece una dificultad: la coleccion de conjuntos puede ser finita, como
en el ejemplo que he puesto antes, pero también puede ser infinita ¥, entonces,
los ejemplos del mundo ordinario no nos sirven, pues aun suponiendo que se dis-
pongan de colecciones infinitas, si «realmente» hemos de elegir un elemento de
cada conjunto de la coleccion, si el infinito no es numerable, forzosamente se
necesitaria un tiempo infinito, y el hombre es finito, el hombre est4 sometido a la
muerte. A veces, cuando veo ciudades antiguas y observo inscripciones en las
piedras que hablan de hombres que vivieron hace muchos afios, me acuerdo de
un poema de Federico Garcia Lorca, Llanto por Ignacio Sénchez Mejtas, en don-
de se dice que las piedras son espaldas para llevar al tiempo. Es una bella metafo-
ra, y pienso ahora que la matematica también es una espalda para llevar al tiem-
po, y esto sucede, sencillamente, porque los conceptos matematicos, aunque se
apliquen a fenémenos temporales, son ajenos al tiempo, y asi, en el axioma que
estamos considerando, no se dice que haya realmente que elegir los elementos, se
afirma simplemente que «existe» un conjunto que tiene precisamente un elemen-
to de cada conjunto de la coleccion. A la vista de todo esto, parece natural que el
axioma de eleccién de Zermelo haya despertado controversias. Incluso adoptan-
do una postura platénica en el sentido de que uno tenga la creencia de que las ma-
lematicas existen en un mundo eterno, independiente del hombre, y que la labor
del matematico consista en descubrir las verdades de esta ciencia, incluso en este
caso, uno puede tener reservas respecto al axioma de eleccion. Y no digamos si la
posicion del matematico es menos idealista, como en el caso de Kronecker cuan-
do decia refiriéndose a las matematicas: «Dios cre6 los nliimeros naturales, lo de-
mas lo ha hecho el hombre».

Respecto al axioma de eleccion en relacion con el resto de los axiomas de la
leorfa de conjuntos hay resultados de Godel y Cohen analogos a los comentados
para la hipotesis del continuo, por lo que no voy a insistir en esa direccién.

En el afo 1923 se publica un famoso articulo en la revista Fundamenta
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Mathematicae del cual son autores dos matematicos polacos: Stefan Banach y
Alfred Tarski. E! teorema principal de este articulo es un resultado extrafio si se
considera la matematica en relacion con el mundo fisico. A dicho resultado se le
conoce como la paradoja de Banach-Tarski y tiene un precedente te6rico en una
descomposicion singular de la superficie esférica realizada por F. Hausdorff y
publicada en su conocido libro Grundziige der Mengenlehre, aparecido en Leip-
zig en el afio 1914.

La paradoja de Banach-Tarski consiste en lo siguiente: se toma una esfera de
radio igual a una unidad de longitud dada. Entonces se puede dividir la esfera en
un nimero finito de partes de manera que, desplazando algunas de estas partes,
se construye una esfera de radio unidad, y con el resto de las partes, sometiéndo-
las también a movimientos, se puede formar otra esfera de radio uno. Es decir,
que a partir de una esfera de radio uno se obtiene, por este mecanismo, dos esfe-
ras cada una de las cuales tiene radio uno. Esto, realmente, es sorprendente. En
el afio 1945, Sierpinski, en un articulo publicado tambien en Fundamenta Mathe-
maticae, descompone la esfera unidad en nueve partes. Somete a movimiento
cinco de ellas y compone una esfera de radio uno; con las otras cuatro partes,
moviéndolas adecuadamente, obtiene otra esfera de radio uno. R.N. Robinson,
en 1947, baja el nimero de partes de nueve a cinco y demuestra ademas que con
menos de cinco partes no es posible hacer la duplicacion de la esfera unidad.

Ante un resultado de esta naturaleza uno se queda perplejo. En el mundo re-
al no ocurren estas cosas. Es verdad que existe un precedente histérico: cuando
Jesus multiplicé los panes y los peces: pero este hecho tiene caracter milagroso y,
por tanto, no es significativo para la ciencia.

Los razonamientos de Banach-Tarski, Sierpinski y Robinson son perfectos,
correctisimos. Entonces, jqué ha sucedido aqui? Si analizamos detenidamente
las demostraciones y tratamos de buscar un responsable, llegamos a Ia siguiente
conclusion: el responsable es el axioma de eleccién de Zermelo. Voy a justificar
rapidamente esta afirmacion. En la geometria elemental sabemos c6mo se deter-
minan los voliimenes de ciertas figuras, como, por ejemplo, el cubo, la esfera, el
ortoedro, las distintas piramides, etc. Los matematicos han tratado de determi-
nar a lo largo de la historia, no sélo por necesidades tedricas sino también practi-
cas, volumenes de figuras cada vez maés complicadas. Esto dio lugar a la
ampliacién del concepto de volumen: primero con el concepto de contenido, y se-
gundo con la idea de medida. El matematico francés Lebesgue hizo una extraor-
dinaria teoria de la medida y de la integraci6n en espacios euclideos de cualquier
nimero de dimensiones. La medida de Lebesgue asigna, en el espacio, a cada
conjunto de una cierta clase, los llamados conjuntos medibles Lebesgue, un nii-
Mero o bien mas infinito (+ o), su medida, de manera que las figuras elementa-
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les forman conjuntos de puntos medibles Lebesgue y sus medidas coinciden con
sus volumenes, Por tanto, la medida de Lebesgue generaliza en el espacio el con-
cepto de volumen,

Si se toma una esfera y se la somete a un desplazamiento, el volumen de la
esfera es el mismo en las distintas posiciones. Esta propiedad la tienen también
los conjuntos medibles Lebesgue, es decir, que si con un conjunto cualqguiera de
éstos se realiza un movimiento, su medida no cambia. Los matematicos suelen
expresar esta propiedad diciendo que la medida de Lebesgue es invariante para
los movimientos.

Lebesgue introdujo su medida a principio de siglo, y, a continuacion, algu-
nos matematicos se hicieron la siguiente pregunta: ¢habra algiin conjunto en el
espacio que no sea medible Lebesgue? El primero que obtuvo una respuesta a es-
te problema fue Hausdorff que demostré la existencia de un conjunto que no ad-
mite medida de Lebesgue; la singularidad de la prueba est4 en que Hausdorff uti-
liza el axioma de eleccion de Zermelo. A partir de aqui se han hecho grandes es-
fuerzos para conseguir la construccion, sin utilizar el axioma de eleccidn, de un
conjunto que no fuera medible Lebesgue. Todo fue inttil. En el afio 1971, un 16-
gico y matematico ruso, Solovay, logré probar que si en la axiomatica de la
teoria de conjuntos se suprime ¢l axioma de eleccion y, en su lugar se pone como
axioma que cada conjunto del espacio es medible Lebesgue, el nuevo sistema
axiomatico es consistente si el primero lo es. Una consecuencia de esto es que es
imposible obtener en el espacio, sin utilizar el axioma de eleccién, un conjunto
que no sea medible Lebesgue.

Volvamos ahora al problema que nos ocupa de la duplicacion de la esfera
unidad y analicemos la particion mas simple, la de Robinson. Este matematico
divide la esfera en cinco partes. Somete a movimientos tres de ellas y construye
una esfera unidad, y con las otras dos partes, moviéndolas adecuadamente, ob-
tiene otra esfera unidad. Lo primero que observamos es que las cinco partes no
pueden ser medibles Lebesgue, porque de serlo, al desplazarlas,se seguirian con-
servando sus medidas y entonces no seria posible hacer ningiin tipo de duplica-
cion. Por tanto, debe haber alguna de estas partes que no sea medible Lebesgue
Yy, por el resultado de Solovay, para construirla hemos de utilizar necesariamente
el axioma de eleccion. Consecuentemente, sin el axioma de eleccion no es posible
hacer la multiplicacion de las esferas. Se puede intuir ahora que si las partes en
que se divide la esfera no tienen medida, al desplazarlas, no hay razén para que
no puedan aparecer fenémenos relativos al volumen que choquen con lo que su-
cede en el mundo real.

Se ha pretendido hacer algo analogo en el plano: se considera un circulo uni-
dad y se trata de descomponerlo en un numero finito de partes de manera que
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moviendo independientemente algunas de ellas se componga un circulo unidad, y
moviendo las restantes se obtenga otro circulo unidad. Pero se ha probado que
esto no se puede hacer, es decir, que la duplicacion del circulo es imposible. En el
plano queda abierto el siguiente problema: dado un circulo, se trata de descom-
ponerlo en un nimero finito de partes de manera que moviéndolas conveniente-
mente se pueda construir un cuadrado que tenga la misma area que la del circulo.
Este problema es una especie de cuadratura conjuntista del circulo. Su solucién
ha tropezado hasta ahora con serias dificultades.

Antes de terminar dedicaré unas palabras a un brillante matematico hinga-
ro, nacionalizado americano. Se trata de John von Neumann, que nacié en Bu-
dapest en el afio 1903. Estudié matematicas en su ciudad natal, y en el afio 1930
marcho a los Estados Unidos. A partir de 1933 fue miembro del Instituto de Es-
tudios Avanzados de Princeton hasta su muerte, acaecida en 1957. Los trabajos
de este matematico son importantes y diversos, y es imposible dar aqui ni siquiera
una idea sobre sus investigaciones mas relevantes. Entre otras cosas, John von
Neumann se ocup6 de los fundamentos de la matematica, introduciendo en 1925
una axiomatica de la teoria de conjuntos en donde utiliza el concepto primitivo
de clase. Durante varios afios John von Neumann trabajé en problemas de hidro-
dinamica, teniendo que manejar ciertas ecuaciones en derivadas parciales no line-
ales, cuyas soluciones eran dificiles de estudiar. Entonces sintié que habria nece-
sidad de conseguir datos numéricos para estas soluciones, cuya observacion ilu-
minara un camino que condujera a la construccién de una nueva teoria. Esto le
obligd a examinar el problema del calculo con maquinas electronicas. Durante
los afios 1944 y 1945, von Neumann aporto importantes descubrimientos sobre
computacion y llegb6 a formular los métodos fundamentales para trasladar un
conjunto de procedimientos matematicos a un lenguaje de instrucciones para una
maquina computadora,

: Dice Stanilaw Ulam, matematico de origen polaco y amigo de von
Neumann, que muchas de las aportaciones de éste a la teoria de la computacion
estan inspiradas en las investigaciones realizadas por von Neumann sobre los
fundamentos de las matematicas y teoria de conjuntos. Esto pone de manifiesto
que, en matematicas, puede suceder, como en este caso, que incluso la parte mas
abstracta resulte de utilidad. Por esta razon, cuando alguien dice, usando de un
dogmatismo que se apoya frecuentemente en el desconocimiento, que tal o cual
rama de la ciencia no se aplica a que no sirve para nada, habria que contestarle
con lo que se ha dicho alguna vez, que lo tnico que no se aplica es lo que no se sa-
be, y yo afadiria que lo que no sirve para nada es la ignorancia, e, incluso, si la
ignorancia es activa puede producir numerosos males. Por mi parte, y cCOmo ma-
tematico, tengo la experiencia de que existe una correlacion positiva entre el nivel
de una universidad ¥ su actividad en las ciencias basicas. Una universidad que
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descuide la investigacién basica tiene que resignarse a tener un nivel de prestigio
muy modesto.

Cuentan de un poeta latino, creo que fue Virgilio, que en los tiltimos afios de
su vida se puso a estudiar griego; sus amigos trataron de disuadirle argumentan-
do que era muy mayor. La respuesta de Virgilio fue contundente: Hay que traba-
jar, hay que estudiar como si uno no se fuera amorir nunca. Yo me siento identi-
ficado con Virgilio; pero, por otra parte, siempre he pensado en los momentos
adversos, o cuando los medios de trabajo que estaban a mi alcance eran exiguos,
que no debia permitir que las lamentaciones se opusieran a la utilizacién de todas
mis posibilidades. Entonces recordaba cuando de muchacho leia en mi pueblo al
poeta bengali Rabindranath Tagore, en aquellos libritos que traducia Zenobia
Camprubi, la mujer de Juan Ramén Jiménez. Tagore decia: «Si llorais de noche
porque no podeis ver el sol, las lagrimas os impediran contemplar las estrellasy.

Termino pidiéndoles disculpas por si les he cansado con mis palabras; pero
es muy dificil para mi escapar de mi condicién profesional. Yo no soy mas que un
profesor que ensefia matematicas, un investigador que hace matematicas y, en
fin, un hombre que se afana realizando un trabajo honesto con el mismo espiritu
filosofico que el poeta latino Virgilio.

Muchas gracias por la atencién que me han prestado.
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