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1. INTRODUCION

Las palabras nudos, enlaces y trenzas designan objetos cotidianos que el hombre
ha utilizado desde los tiempos mds antiguos. Su utilidad prictica no necesita
explicacién. Es bien conocido que los marinos han ideado distintas clases de nudos
para sus necesidades, a los que han denominado con nombre propio. Pero también
han servido como adorno omamental e incluso somo sistema de numeracién. En
La crénica de Peri escrita por Pedro de Cieza de Ledn (Sevilla 1553), se describe
con asombro como los Incas utilizaban quipus, que eran largas cuerdas con nudos,
que usaban para llevar sus cuentas y calcular en sus transacciones comerciales.
Parece ser que incluso eran capaces de recordar acontecimienios pasados porque
estaban escritos de alguna manera en los quipus.

Sin embargo, el significado y estudio de nudos, trenzas y enlaces como obje-
tos matemdticos es relativamente reciente. Probablemente el primer cientifico que
utilizé un concepto directamente relacionado con lo que hoy entendemos por en-
lace matemdético, fué Gauss (1777-1855), al considerar espiras enlazadas y utilizar
su ntmero de enlace en la férmula que describe el campo magnético inducido.
Ademds de Gauss citemos entre los precusores de la Teoria de nudos a Listing,
Tait y Kelvin, Recordemos brevemente en que contexto usaron estos conceptos.
Cuando Kelvin conoci6 el trabajo de Helmholz, traducido por Tait, sobre vértices
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26 La teoria de nudos en el siglo XX

enlazados en un fluido ideal (1859), crey6 en la idea de una materia constituida
por dtomos vértices, enlazados y anudados, viviendo en un medio fluido ideal
llamado éter. Por esta razén las primeras tablas de nudos y enlaces estaban pen-
sadas como una tabla de elementos quimicos. Pero todos los estudios de nudos y
enlaces anteriores al siglo XX pertenecen a la prehistoria de esta disciplina.

De hecho la Teoria topoldgica de nudos empieza a tener importancia a partir
de los afios 20 con las aportaciones del matemitico Alexander. Debemos de
citar también a Dehn (1910, 1914), Reidemester (1932), Seifert, Shubert y Fox
como principales impulsores en esos primeros afios. En 1970 nace la Teorda
cornbinatoria de nudos donde destacan de manera especial Connway, Jones y
Kauffman. A partir de los trabajos de Thurston y Ryley en 1986 surge una nueva
rama conocida como Teoria geométrica de nudos. Estas tres ramas (topoldgica,
combinatoria y geométrica) son activos campos de investigacién en la actualidad
con variadas aplicaciones a otros campos cientificos.

2. CONCEPTOS BASICOS

El concepto matemdtico de nudo es una abstraccién de la siguiente imagen
fisica: Se toma un trozo de cuerda, se anuda, y despues se identifican los extremos
de tal manera que no podamos distinguir donde se ha realizado ese pegado. El
resultado es una cuerda circular anudada. Es decir, si nos imaginamos que pode-
mos caminar dentro de la cuerda, y partiendo de un punto concreto, e€legimos un
sentido de marcha, al cabo de cierto tiempo volverfamos a pasar por el mismo
punto, independientemente de que el anudamiento realizado sea mds o menos
complicado. Matemdticamente, no tiene importancia que la cuerda sea mds o
menos gruesa ni mds o menos larga. Lo importante es que es una linea cerrada.
Es decir, para un topdlogo, es una circunferencia en el espacio. Recordar que un
topélogo estd interesado en las propiedades de los objetos que permanecen por
deformaciones que no impliquen cambios dristicos como son cortar o pegar. Para
un topdlogo la propiedad que identifica una circunferencia es la de ser una curva
cerrada, en el sentido anterior. Podemos definir un nudo (matemadticamente)
como una aplicacién

k:S'— RS, K = k(S")
continua ¢ inyectiva que es un homeomorfismo en la imagen, es decir como una
manera de encajar una circunferencia en el espacio. Toda modificacién que se

realice sin cortar ni volver a pegar la cuerda que lo representa producird un nudo
equivalente. Esta relacién de equivalencia se traduce matemdticamente en la
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existencia de una isotopfa entre el nudo inicial X y el nudo final K”, es decir una
homotopia

H:8x|0,1] — 8§*x][0,1]
(p,t) —  (h(p),t)

donde cada h; es homeomorfismo, hy = g3 y hy(K) = K.

Dejando caer una cuerda anudada sobre la mesa, se obtiene de una manera
natural una representacién bidimensional del nudo. Entonces los nudos se rep-
resentan mediante proyecciones en un plano. Nos referiremos solo a nudos que
admiten alguna proyeccién regular, que es aquella que solo tiene un niimero finito
de puntos dobles (cruces) como puntos singulares. Se distingue el tramo superior
en un cruce marcdndolo con trazo continuo, a diferencia del tramo inferior que
se dibuja cortado. Una proyeccién regular de un nudo se denomina diagrama.
La figura 1 muestra diagramas de algunos nudos.

SHEPRS

a
Nudo trebol Nudo de Saboya nudo de Kimoshita-Terasaka
Figura 1

La disciplina llamada Teorfa de Nudos estudia también enlaces. Responde a
la realidad fisica de varias cuerdas cerradas, que pueden estar anudadas y a la vez
enlazadas unas con otras. Un enlace L de n componentes es un encaje de n de
circunferencias disjuntas en el espacio.

Lup S — R86S®, L=1(Ur,SY)
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Figura 2

Un nudo es entonces un enlace con una sola componente. Dos enlaces son
equivalentes si existe una isotopia entre ellos. Esta relacién de equivalencia se
traslada a sus digramas mediante €l siguiente resultado de Reidemester:

Dos diagramas representan enlaces equivalentes si y solo si se puede pasar
de uno a otro por un miumero finito de transformaciones de lipo I, II y Il
representadas en la figura 2.

En la figura 3 se muestran dos diagramas equivalentes de los dos enlaces mds
conocidos, el de Whitehead y el de Borromeo.

Enlace de Whitehead Anilios de Borromeo

Figura 3
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3. CLASIFICACION E INVARIANTES

El principal problema que se plantea en Teorfa de Nudos es la clasificacion
de nudos y enlaces. Un nudo que admite un diagrama sin cruces es el nudo
trivial. Queremos, en particular, saber si un diagrama concreto corresponde 0 no
al nudo trivial. Esto puede ser a veces muy complicado de averiguar utilizando
las transformaciones de Reidemester. La busqueda de métodos matemdticos que
permita diferenciar unos enlaces de otros y distinguir los que estdn realmente
anudados de los que no lo estdn, es tema principal de esta rama de la topologia.
Para avanzar en este problema de clasificacién, se buscan lo que denominamos
invariantes de nudos y enlaces. Son objetos calculables de un enlace, que tienen
el mismo valor para todos los posibles enlaces representantes de la misma clase
de equivalencia. Los invariantes pueden ser de distinta naturaleza. Por ejemplo,
el nidmero de componentes de un enlace es un invariante numérico. Este es un
invariante muy débil, de hecho vale 1 para todos los nudos.

Suma conexa

Figura 4

Por otra parte, es natural investigar si existe un procedimiento para des-
componer un nudo en nudos més simples, y estudiar entonces estas nuevos nudos.
En la figura 4 se descompone un nudo mediante una esfera que corta transver-
salmente al nudo en exactamente dos puntos. L.os arcos del nudo que quedan a
ambos lados de la esfera se unen por un arco préximo a la esfera para producir
sendos nudos. Un nudo para el que no existe una descomposicién de ese tipo en
dos nudos no triviales se dice que es un nudo primo. Cualquier nudo no primo se
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obtiene por una operacién inversa a la descomposicién, Hamada suma coneza,
a partir de un conjunto finito de nudos primos. Esta operacién dota al conjunto
de los nudos de una estructura de semigrupo. Existe elemento neutro, que es el
nudo trivial. La operacién es asociativa. Pero no existe elemento inverso. Es
decir, que no existe manera de deshacer un nudo, mediante suma conexa de otros
nudos. La demostracion de este hecho no es trivial.

3.1. INVARIANTES NUMERICOS
Numero de componentes de un enlace

Citado anteriormenie.
El minimo ntGmero de cruces de un nudo o enlace

Si designamos con ¢(}) el ndmero de cruces de un diagrama D, definimos el
nimero de cruces ¢(K) de un nudo K, como el minimo valor de ¢(D) para todos
los posibles diagramas D del nudo K. Es claro que el dnico nudo con ¢(K) = 0
es el nudo trivial. De hecho el nudo trivial es ¢l dnico nudo que admite diagramas
con 1 6 2 cruces. La siguiente tabla contiene el ndmero de nudos primos distintos,
n(c), que hay con un determinado ndmero, ¢, minimo de cruces.

n{ly =0 n(6) =3 n(11} = 552
n(2) =0 n(7) =7 n(12) = 2.176
n(3) =1 n(8) = 21 n(13) = 9.988
n(4) =1 n(9) =49

n(5) =2 n(10) = 156

En esta tabla no se ha distinguido entre un nudo y su imagen en el espejo. Donde
la imagen en el espejo se obtiene cambiando en cada cruce de un diagrama del
nudo los pasos superiores por pasos inferiores y viceversa, los pasos inferiores por
pasos superiores. A veces un nudo es equivalente a su imagen en el espejo (nudos
anfiqueirales), pero no es siempre ese el caso. El tnico nudo de 4 cruces, también
llamado ocho 6 nudo de Saboya, es un nudo anfiqueiral como se demuestra en
la figura 5. El nudo de tres cruces, conocido como nudo érébol, no es anfiqueiral

como veremos mis adelante.
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Figura 5
El nimero gordiano de un nudo

Es el minimo nimero de cruces que hay que cambiar en un nudo para obtener
el nudo trivial. La figura 6 demuestra que este nimero es 1 para el nudo trébol
y el nudo de Saboya. Este invariante no es fécil de calcular en general. Si
cambiando en un diagrama de un nudo K, s cruces obtenemos una proyeccion
del nudo trivial, solo podemos asegurar que su ndmero gordiano es menor o igual

que s.

El género de un nudo

Seifert probé que cada nudo o enlace es el borde de alguna superficie
orientable compacta encajada en el espacio, estas superficies se denominan super-
ficies de Seifert del nudo o enlace. El nudo trivial es el dnico nudo que bordea un
disco encajado en el espacio. Se define como género de un nudo K y se denota
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por g(K), al minimo género de todas sus superficies de Seifert. Este invariante
es aditivo para la suma conexa y su valor es 1 solamente para el nudo trivial. De
estas dos propiedades del género de un nude se deduce que la suma conexa es
una operacién que no admite inverso.

3.2. INVARIANTES TOPOLOGICO-ALGEBRAICOS

Otro tipo de invariantes s¢ obtiene de la topologia del complemento: Hasta
este momento hemos considerado los nudos y enlaces en el espacio euclideo
tridimensional, R® (una variedad abierta) o en S* indistintamente. Por razones
técnicas es mds til pensar que los nudos y enlaces estdn en la esfera S°, que es
una variedad compacta, compactificacién de R® con un punto en el infinito. Cada
nudo o enlace, L, determina totalmente su complemento en la esfera S®. Esta
es una variedad abierta de dimensién 3 C(L) = §* — L. El exterior del enlace
E(L) = §%— N(L), resultado de quitar en S® un entorno abierto N (L) del enlace,
es una variedad de dimensién 3 compacta. Todo invariante del complemento o
del exterior es un invariante del enlace. Es de destacar que ningun invariante
del complemento o del exterior, que no considere orientacion, puede distinguir
entre un nudo y su imagen en el espejo. El primer invariante del complemento (o
exterior) es su grupo fundamental, que se denomina grupo del enlace, G(L) =
w1(C(L)). Existen algoritmos que producen una presentacién del grupo a partir de
un diagrama. El grupo del enlace es un invariante topolégico-algebraico. Decir
si dos diagramas corresponden al mismo enlace usando su grupo es una tarea
casi imposible, puesto que es muy dificil averiguar si dos presentaciones distintas
corresponden al mismo grupo. Sin embargo, usando representaciones puede, en
muchos casos, demostrarse que se trata de grupos distintos y por tanto de enlaces
distintos. Del cdlculo y uso de este tipo de invariantes es de lo que trata la
Topologia Algebraica. En teoria de Nudos, usamos Topologia Algebraica sencilla
para resolver problemas topol6gicos, como reconocimiento y clasificacién.

3.3. INVARIANTES POLINOMICOS
Polinomio de Alexander

En 1928, el matematico Alexander, probablemente estudiando la topologia del
complemento de un nudo, K, enconird un polinomio de Laurent en una variable
t (con potencias positivas y negativas), que resulté ser un invariante del nudo.
Sin embargo en su trabajo solo utiliza dlgebra lineal, determinantes, y jugadas de
Reidemester. Es conocido como polinomio de Alexander y denotado por Ag(t).
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Este polinomio tiene un claro significado geométrico relacionado con la homologia
del espacio recubridor ciclico infinito del exterior:

Sea
p: X — B(K)
el espacio recubridor ciclico infinito del exterior del nudo K. Kl polinomio
de Alezander Ag(t) es el polinomio minimo de una presentacion del primer
grupo de homologia, H\(X), de X como Z[t,t7']-mddulo, donde t genera el
grupo de transformaciones recubridoras.

Poco despues Fox desarrollo el cdlculo diferencial libre, técnica que sirve para
calcularlo directamente de la presentacién del grupo del nudo. El descubrimiento
de este polinomio fué un importante avance en Teorfa de Nudos, puesto que es
un invariante calculable y bastante potente. El polinomio de Alexander del nudo
trivial es 1, pero también hay nudos no triviales, como el conocido nudo de
Kinoshita-Terasaka de la figura 1 que tienen polinomio de Alexander 1. Luego
no es un invariante completo.

Polinomio de Conway

Al principio de los afios 60, ¢l uso del ordenador como un eficiente instrumento
de cilculo, indujo a los investigadores a buscar nuevos algoritmos para calcular
los invariantes conocidos. Este es lo que hizo J.H. Conway, definiendo un nuevo
polinomio de Laurent, V (), para un enlace orientado, que estd determinado por
una simple definicidn recursiva basada en tres axiomas:

1) Si O designa el nudo trivial, entonces Vo(z) = 1.

2) Denotemos por Dy, D_, Dy tres diagramas que coinciden fuera de una
bola, y en cuyo interior difieren como indica Ia figura 7. Los enlaces repre-
sentados por los diagramas los designamos por Ly, L_, Lo respectivamente.
Entonces sus polinomios estdn relacionados por la siguiente ecuacion:

Vi (z) = Vi_(2) = Vi, (2):

3) Vi(z) = Vi(z) silos enlaces L y L' son equivalentes.
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Figura 7

Si partimos de un nudo K, lo orientamos y calculamos su polinomio de Con-
way utilizando estos tres axiomas, el resultado es independiente de la orientacién
elegida. Esto significa que el polinomio de Conway de un nudo es un invari-
ante del nudo. En realidad este polinomio de Conway estd relacionado con el de
Alexander por un cambio de variable.

Ax(t) = Vib/i— %)

&

O- & &7
1/ '\_‘,' \Z
OO - & &H-O
Figura 8§

La figura 8 muestra, como ejemplo, un drbol que permite calcular el polinomio
de Conway del trébol.

Vi(z) = 1Vo(z) + 2Voo(z) + Z2Vo(z) = (1+22JVO(2:) + 2.0
= (1+2%)
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Polinomio de Jones

Este pudo haber sido el principio de lo que hoy conocemos como Teoria
Combinatoria de Nudos, si algdn investigador hubiera tenido la idea de cambiar
ligeramente el segundo axioma introduciendo nuevas variables. Pero esto sucede
mucho més tarde, tras el descubrimiento de un nuevo polinomio por V. Jones
en 1984. El hecho tuvo una gran difusién en el mundo cientifico y comenzaron
a encontrarse nuevos invariantes combinatorios de nudos y enlaces, asi como
aplicaciones desconocidas hasta entonces de la Teoria de Nudos a otras ciencias.
El trabajo de V. Jones abri6é nuevas lineas de investigacién en diversos campos,
y le hizo merecedor de la madalla Fields, el miximo galardén que se concede a
jévenes investigadores matemdticos, en el Congreso Internacional de Matemadticas
celebrado en Kyoto en 199(0.

‘1 ‘;H 1 H :

Figura 9

V. Jones trabajaba en mecdnica estadistica, y estudid ciertas funciones traza de
C*-dlgebras. Observé que podia encontrar representaciones del grupo de trenzas
en C*-dlgebras. Una n-trenza es un conjunto de n arcos disjuntos que unen 7
puntos en un plano z = a con sus proyecciones en otro plano paralelo z = b, de
tal manera que ningun arco presenta miximos o minimos. Las trenzas se pueden
componer como indica la figura 9, donde tambien se muestran diagramas de las
trenzas clementales ¢; vy o7 ', i = 1,...,n — 1. Se observa que el conjunto de
n-trenzas forma un grupo, llamado tambien grupo de Artin, By, generado por las
trenzas elementales. Una wenza produce un nudo o enlace si se afladen arcos
que unen los puntos extremos en el plano z = a con los del plano z = b sin
introducir nuevos cruces en su diagrama. Por otra parte todo nudo o enlace se
puede poner como una trenza, aunque no de manera unica. Exisie un conjunto
de jugadas, llamadas jugadas de Markov, que permiten pasar de una trenza a otra
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que represente el mismo enlace. Pues bien V. Jones probd que la asignacién de
cierto polinomio a cada trenza, era invariante por jugadas de Markov, con lo que
se obtiene un invariante de enlaces. Inmediatamente se demostré que cumplia una
propiedad que puede utilizarse como axioma (2) para su definicién, El axioma
(1) es de normalizacién. Asf el polinomio de Jones de nudo o enlace orientado,
Vi (t), cumple los siguientes axiomas:

) Vo(t) = 1
2)
-4

\/f) Vi, (t).

W) = (1) = (\/i

Figura 10

De estos axiomas se puede deducir que el polinomio no cambia por jugadas de
Reidemester. Luego puede ser tratado y calculado de forma andloga al polinomio
de Conway o de Alexander. En un principio se pensé que podia estar también
relacionados con ellos por un cambio de variable. Pero es ficil comprobar, por
la simetrfa del axioma 2, que el polinomio de Jones de la imagen en un espejo
de un nudo es el polinomio de Jones del nudo inicial cambiando ¢ por ¢~!. Esto
implica que un nudo anfiqueiral tiene un polinomio de Jones invariante por la
transformacén ¢ — ¢~!, digamos simétrico. Y reciprocamente que si un nudo
tiene un polinomio de Jones no simétrico, el nudo no es anfigueiral y ademds el
polinomio de Jones distingue este nudo de su imagen en el espejo. Este es el
caso del nudo trébol, K, cuyo polinomio de Jones se cdlcula a partir del drbol de
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la figura 10, andlogo al de la figura 8.

Vi(t) = t*Vo(t) + &3 (\/E — %) Voolt) + t2 (\/E — %) Volt)

= t+ 3 — L

El polinomio de Jones del nudo K*, imagen en el espejo de K, es
Vie(t) = t71 + ¢73 — ¢4,

Este es el primer invariante conocido que distingue el trébol a derecha del trébol
a izquierda. Tampoco el polinomio de Jones es un invariante completo. Pronto
se comprob6 que algunos nudos con el mismo polinomio de Alexander, tienen
también el mismo polinomio de Jones. Luego el nuevo polinomio no es tampoco
un invariante completo. Pero cabe preguntarse: , es el polinomio de Jones un
invariante més fuerte que el polinomio de Alexander?. La respuesta se obtiene
observando que existen parejas de nudos con distinto polinomio de Alexander,
luego nudos distintos, que sin embargo tienen el mismo polinomio de Jones.
Entonces se concluye que los polinomios de Alexander y de Jones, son invariantes
distintos.

Polinomio HOMFLY

Varios especialistas en Teoria de nudos descubrieron independientemente, pero
casi al mismo tiempo, que ambos polinomios son caso especial de un invariante
combinatorio mds general definido para enlaces orientados 6 nudos no orienta-
dos, por dos axiomas andlogos, pero introduciendo dos variables, v, z, en lugar
de una. Se le llamé polinomio HOMFLY, palabra formada por las iniciales de
los matemidticos que lo definieron, y de designa por Pk (v, z). Los axiomas de
definicién son los siguientes:

1) Po(’U,Z) =1
2)
%PM(U,Z) —vP_(v,2) = 2 PL(v,2).

Su relacién con los polinomios anteriores esta dada por:

Vi(t) = Pr(ty/t — \71;)
Vk(t) = Pe(lvt - )
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También estd probado que Pk (v, z) no es un invariante completo del nudos, de
hecho est4 probado que siempre que se defina un polinomio por axiomas del tipo
combinatorio utilizado en los polinomios descritos, siempre existira una pareja de
enlaces distintos con el mismo polinomio.

Estos invariantes abrieron una nueva rama en la Teoria de nudos, la Teorfa
combinatoria de nudos, donde hoy investigan gran ndimero de matemdticos y
donde los avances se producen a gran velocidad. Buscan nuevos invariantes
combinatorios, sus relaciones, problemas que resuelven, eic. Si hay que destacar
a alguien, es justo decir que las ideas mds originales, y los avances mds novedosos
en esta nueva rama de las Matemdticas son debidas a Louis Kauffman que ha
escrito varios libros y numerosos articulos sobre estos temas. Realmente Louis
Kauffman trabajaba ya en Teotfa de nudos desde el punto de vista combinatorio
desde los afios 70, pero este enfoque no despertaba todavia mucho interés. Sus
recientes incursiones con teoria de nudos a distintas ramas de la fisica han sido
fructiferas para las dos vertientes: la teorfa de nudos y las teorfas fisicas.

4. AVANCES RECIENTES EN PROBLEMAS CLASICOS DE TEORIA DE NUDOS

Usando los nuevos polinomios de nudos se ha conseguido probar conjeturas
establecidas por Tait en el siglo pasado referentes a nudos alternantes. Citaremos
algunas como ejemplo. Un diagrama de un enlace es alternante si cuando se
recorre cada componente del enlace K; a partir de cualquier punto fijo F; € K
y en uno de los dos posibles sentidos, se atraviesan los cruces alternativamente
por encima y por debajo. Un enlace es alternante si tiene un diagrama alternante.
Muchos nudos y enlaces de las tablas son alternantes. El nudo trébol y el de
Saboya de la figura 1 son alternantes, mientras que el diagrama del nudo de
Kinoshita-Terasaka de la figura 1 no lo es. Siempre se sospechd que un diagrama
alternante reducido (sin cruces obviamente superfluos) correspondfa a un enlace
no trivial. Pero la prueba rigurosa de este hecho solo se ha conseguido utilizando
la relacidn existente entre el grado total (mdximo grado menos minimo grado) del
polinomio de Jones y el nimero de cruces del diagrama. Concretamente se ha
probado que un diagrama alternante reducido de un enlace realiza el minimo
nimero de cruces del enlace, luego dos diagramas alternanies reducidos del
mismo enlace, tienen el mismo numero de cruces.

Otro viejo problema de Tait probado con los mismos métodos es que un
nudo alternante cuyo ndmero minimo de cruces es impar, nunca puede ser
anfiqueiral.
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Un interesante problema abierto es buscar el significado geométrico 6 topolégico
de las variables de estos invariantes polinémicos, e incluso de los mismos poli-
nomios, a semejanza de la estructura topol6gica que dié origen al polinomio de
Alexander. Un intento de este tipo lo ha realizado Witten usando lazos de Wilson,
en una interpretacién no muy bien entendida por los topdlogos.

5. APLICACIONES DE LA TEORIA DE NUDOS

5.1. LOS NUDOS CONSTRUYEN TODAS LAS VARIEDADES DE DIMENSION 3

Una variedad de dimensién tres es un espacio topolégico en el que cada punto
tiene un entorno que es homeomorfo a un bola de dimensién 3. Las variedades
tridimensionales més conocidas son: R?, y la esfera de dimensién tres, S°, pero
hay muchas mids. El espacio en que vivimos es una variedad de dimensién
tres, M?3. Como solo podemos conocer una pequefia porcién de esta variedad,
y localmente todas las variedades de dimensién tres son iguales, no podemos
asegurar como es globalmente la variedad de habitamos. De hecho el estudio y
clasificacién de las variedades tridimensionales es actualmente un activo campo
de investigacién. Existen varias maneras de construir todas las 3-variedades.
Algunas de ellas utilizan nudos y enlaces en S3.

Cirugia de Dehn en un nudo en §*

El proceso de cirugfa de Dehn en un nudo K de S consiste en identificar el
borde del exterior del nudo E(K) = S® — N(K) con el borde de un toro sélido
D? x 81 de acuerdo con una fraccién que se denomina el coeficiente de la cirugfa.
Es decir, se trata de quitar en S? un toro sélido y volverlo a pegar de otra manera.
La cirugfa en un enlace es hacer simultaneamente cirugia en cada una de sus
componentes. Un resultado probado independientemente por Lickorish y Wallace
asegura que toda variedad cerrada se obtiene por cirugia en un enlace.

Espacios recubridores ramificados sobre enlaces en S°
Un espacio recubridor de S* ramificado sobre un enlace L es una aplicacién
p: M*— §°

tal que fuera del enlace es un espacio recubridor, y en el entorno del enlace se
comporta localmente como el cociente por la accién de un grupo ciclico que tiene
los puntos del enlace como puntos fijos. Es decir

p|M3—p‘1(L) . JM’T3 - p_l(L) e SS - L
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es espacio recubridor, y para cada y € p~1(L) existe un entorno D? x [ tal que
para algun n, p(z,t) = (2™ t), donde (z,t) € D? x I. Alexander estableci6 que
cada variedad de dimensidn tres cerrada se obtiene como espacio recubridor de
S$3 ramificado sobre un enlace.

En estas construcciones tiene especial interés las estructuras Riemannianas
que existen en S* con los enlaces y nudos como curvas singulares. El interés
radica en que estas estructuras geoméuricas se trasladan a todas las variedades de
dimensién tres via el método de construccién utilizado, y en ocasiones sirve para
encontrar interesantes invariantes de las variedades. De las estructuras Riemanni-
anas que existen en S® con los enlaces y nudos como curvas singulares se ocupa
la Teorfa geométrica de nudos, nueva rama de la Teorfa de nudos, también de
gran actualidad, y en franco desarrollo.

Citemos que Reshentikhin y Turaev utilizaron grupos cudnticos para construir
ciertos invariantes de variedades tridimensionales obtenidas por cirugia en enlaces
de 83, a partir del polinomio de Jones. Estos invariantes han interesado también
a los fisicos.

5.2. NUDOS EN FiSICA

Witten, también medalla Fiels en 1990, ha vertido estas ideas a la Teoria
cudntica de campos, definido un invariante de enlaces, (utilizando integrales for-
males tipo Feymman), y un invariante de 3-variedades asociado que estd rela-
cionado con el de Reshentikhin y Turaev. Con esto trata de dar un significado
fisico y geométrico al polinomio de Jones. [Knots and physics. Kauffman 1991}

Otra situacién donde aparecen las trenzas de modo natural es en modelos de
vértices de la mecdnica estadistica, que permite recuperar de las funciones de
particién, el polinomio de Jones. Ademds se puede obtener un método general
para construir nuevos invariantes combinatorios.

También interesa la teoria de nudos en mecdnica de fluidos. Ya hemos recor-
dado que Kelvin, crey6 en la idea de una materia construida por tomos vértices
anlazados y anudados viviendo en un medio fluido llamado ether. En la actuali-
dad también se trabaja en modelos con tubos vértices anudados y enlazados y se
define un nuevo invariante de fluidos denominado helicidad, relacionado con el
ntimero de enlace del enlace en cuestién,
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5.3. NUDOS EN BIoLoGiA

Recordemos como es la estructura bdsica de las moléculas de ADN, descu-
bierta por FH.C. Crick y J. D. Watson (lo que les hizo acreedores del Premio
Nobel 1962). Esencialmente una molécula de ADN consta de dos tiras paralelas,
como los bordes de una cinta, que forman una doble hélice en torno a un eje. Se
ha establecido en biologia molecular que las dobles hélices de ADN se anudan y
se enlazan durante los procesos biolégicos de recombinacién y replicacién, Esto
se ha conseguido gracias al avance de la tecnologia que ha mejorado la calidad
y precisién de los datos biolégicos y ha hecho posible observar los fenémenos
biodgicos a escalas muy pequeiias.

Algunos equipos de investigacién formados por bilogos y topdlogos trabajan
en la obtencidn de conexiones entre la estructura y funcién de de las moléculas
de ADN vy las propiedades topolégicas de los nudos y enlaces que forman. En
los estudios de laboratorio se trata de entender el papel de las distintas soluciones
biolégicas o enzimas en los procesos de réplica, transcripcién y recombinacidn.
Los enzimas llamados topoisomerasas alteran topolégicamente el ADN por el
procedimiento de cortar y pegar la doble hélice en el mismo sitio, pero alterando
el nifiero de enlace de las dos tiras. Es decir, cambia el rizo de 1a molécula. El
resultado es un topoisémero del producto inicial. Otros enzimas (recombinasas)
alteran €l ADN cortando y pegando en extremos diferentes. Para identificar estas
acciones los biélogos experimentan con moléculas circularesde ADN, es decir con
nudos. Una reciente técnica experimental cubre el ADN con una substancia que
engrosa y tensa la molécula de forma que puede ser observada por microscopio
electrénico. Curiosamente las fotografias obtenidas por este procedimiento mues-
tran nudos andlogos a los diagramas dibujados en una tabla de nudos de un libro
especializado. Esto permite clasificar las moléculas de ADN antes y despues de
un proceso experimental, y por tanto determinar parte del mecanismo enzimdtico

6. BIBLIOGRAFfA BASICA COMENTADA
Terminamos esta visién general citando solo algunos libros sobre nudos y
enlaces que pueden servir para conocer distintas vertientes del tema.
The Ashley book of knots escrito por C. Ashley en 1944 y publicado por
Doubleday and Company (Garden City, New York).

No es un libro de matemdticas, pero es un magnifico libro donde se dibujan y
catalogan todo tipo de nudos. Trata de nudos marineros, ornamentales, pricticos,
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macramé,.... Se puede encontrar también anectotas histéricas, trucos de magia
y juegos donde intervienen nudos. Probablemente todos los matemdticos que
trabajamos en el tema conocemos este libro, y de hecho utilizamos en muchos
casos su nomenclatura,

Introduction to knot theory escrito por R.H. Crowell y R:H: Fox en
1963 y publicado por Ginn and Co. (New Yoik).

Es uno de los libros ¢ldsicos sobre el tema. Tiene un alto contenido algebraico.
En el se desarrolla el cdlculo diferencial libre que permite obtener el polinomio
de Alexander de un nudo a partir de una presentacién de su grupo. Agotada la
edicién original, se reedité en 1977 en Grad. Texts Math 57 de Springer Verlag
{Berlin-Heidelberg-New York).

Knots and Links escrito por Dale Rolfsen y publicado en 1976 por Publish
or Perish (Wilmington, U.S.A.).

Es la referencia basica y necesaria para encontrar todos los resultados conoci-
dos en la fecha de publicacién del libro. Como tiene bastante contenido topoldgico,
su lectura ayuda a ejercitar la visién espacial y topoldgica. Contiene una tabla de
nudos, utilizada por todos los especialistas.

Knots escrito por G. Burde and H. Zieschang, publicado en 1985 por Walter
de Gruyter (Berlin-New York) en la serie Studies in Mathematics.

Es un libro que complementa al de Rolfsen. En €l se da una cuidada y
did4ctica exposicién de temas importantes de Teorfa cldsica de nudos. Contiene
una completa bibliografia que incluye pricticamente todos los articulos publicados
sobre nudos hasta 1985, clasificados por temas.

Knots and Physics escrito por L.H. Kauffman y publicado en 1991 por
World Scientific (Singapore-New Yersey-London-Hong Kong).

Es bdsico en Teoria combinatoria de nudos. Contiene aplicaciones a la Fisica
actual y en sus pdginas se encuentran muchas ideas nuevas que ya estin dando
lugar a nuevos resultados de todo tipo.

Knot Theory and Its Applications escrito por K. Murasugi, publicado
en 1996 por Birkhiuser (Boston-Basel-Berlin).
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Es un libro introductorio, de agradable lectura que ademds de la Teoria cldsica
de nudos, contiene Teorfa combinatoria de nudos y aplicaciones actuales.
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