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1. Introduccién

El articulo de este mes tiene caracter indagatorio. Al contrario que otros en esta columna, no
muestra una conexion entre algunos fendbmenos matematicos y musicales, o analiza la obra de
un compositor a la luz de técnicas matematicas, sino que explora cémo se puede usar el
aprendizaje por indagacion en la ensefianza de las matematicas y la musica. En las
matematicas hace anos que se emplea bajo multiples formas: aprendizaje por resolucion de
problemas, el método Moore, aprendizaje por proyectos, aprendizaje orientado al proceso,
entre otros. En la musica, a la luz de nuestro mas leal conocimiento, parece que apenas esta
implantado. En el articulo de este mes describiremos en qué consiste el aprendizaje por
indagacién en las matematicas y en el articulo del mes que viene trataremos cémo se podria
aplicar dicho aprendizaje a la musica.

El aprendizaje por indagacién se basa en la idea de adquirir conocimientos y destrezas a partir
del planteamiento de preguntas y problemas. Este método -a la manera socratica- confronta al
alumno con su propia ignorancia y le conmina a salir de ella a través de la indagacion. El
construye el conocimiento y no se le da construido; se traspasa la responsabilidad de encontrar
las fronteras de su conocimiento al alumno asi como el compromiso de superarlas. De esta
manera, el aprendizaje es mas profundo e intenso, pues es el alumno quien participa
activamente en su construccion. La materializacion del aprendizaje por indagacién -como ha
demostrado la practica pedagdgica- puede ser numerosa y muy diversa. Como acabamos de
decir, bajo este término se incluyen metodologias tales como el aprendizaje por resolucion de
problemas o el aprendizaje basado en proyectos; véase [ BB08 | para una taxonomia mas
amplia. Eick y Reed [ ER02 ]
definen el aprendizaje por indagacién de la siguiente manera (mi traduccion):

El aprendizaje por indagacion no trata sobre la memorizacion de hechos —trata sobre la formulacion de

Hace algun tiempo decidi aplicar el aprendizaje por indagacion en mis cursos. Habia llegado a
la conclusién de que mi ensenanza basada en la clase magistral ya no era efectiva en absoluto.
Para ser sinceros, habia llegado a la conclusion de que era una farsa. Cierto es que con los
anos habia mejorado en dar clases magistrales. Me habia aplicado a una reflexion profunda
para superar mis dolorosos errores, habia estudiado a los mejores oradores, habia leido
muchos libros de pedagogia y psicologia, habia aplicado técnicas de actuacién a la gestién de
la clase, y en la medida de mis posibilidades dentro de mi departamento, habia intentado definir
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un temario razonable y coherente. En suma, habia intentado ser profundo, creativo y eficaz al
dar la clase magistral. Y, en general y dicho con humildad, creo que lo consegui. Sacaba
buenas evaluaciones en las encuestas de los alumnos, estos agradecian el buen trato (e
incluso el rigor) que les dispensaba, y parecian satisfechos con mi labor docente: siempre
llevaba las clases preparadas, hacia menciones a la historia de los conceptos explicados,
exponia las aplicaciones de las matematicas. Sin embargo, eso solo era un espejismo. La
realidad era muy otra. El perfil de los alumnos habia cambiado lenta pero inexorablemente, y
no solo no supe darme cuenta, sino que tampoco habia sabido adaptarme a ese cambio. No
eran ya los aprendientes autbnomos que éramos en mis tiempos de estudiante, ni siquiera el
aprendiente de hace diez anos. El perfil del alumno universitario actual, al menos en mi
facultad, es el de una persona que no aprende por mero contacto con el temario expuesto
oralmente, que usa la tecnologia de manera natural, que, en la mayoria de los casos, carece
de constancia en el estudio, y que especula incesantemente con los resultados y el esfuerzo.
Los alumnos se enfrentan a la materia empujados por las fechas de entrega y de exdmenes
parciales que tengan en ciernes. Les podria entretener mis clases magistrales, o incluso gustar,
pero casi todos estudiaban la asignatura la semana antes del examen. Se habian convertido en
lo que he dado en llamar vomitadores. Muchos alumnos solo querian su aprobado y les daba
igual si les ensefiaban a pensar, o adquirian habilidades sociales, o0 como estaban maltratando
ellos mismos sus habitos de estudio y aprendizaje. La mayoria solo perseguia aprobar con el
minimo esfuerzo.

Y yo seguia en la inopia, a pesar de las altas estadisticas de abandono, de suspensos y de
repetidores. Aunque triste y revelador, era aun peor saber que las asignaturas de matematicas
solo representaban un obstaculo para la mayoria de alumnos y que la pura verdad era que ni
les ensefiaba a pensar nia ser creativos. Esta era la farsa a la que me referia antes.

Y un dia me desperté y dije jbasta! No puedo permitirme ser ese tipo de profesor si amo la
ensefanza y las matematicas. No puedo ser ese tipo de persona.

Empecé a usar otros métodos para tratar desesperadamente de romper esa inercia. Los
primeros anos, solo en asignaturas optativas, empleé métodos colaborativos. Aprendi mucho
de la psicologia de los alumnos y comprendi y corroboré muchos hechos que habia leido en
libros y revistas académicas. Los métodos colaborativos implican un contacto intenso con los
alumnos y eso nunca me importo; es mas, siempre lo busqué, pues me parecio fundamental. Al
contrario que algunos de mis colegas, yo no pienso que los profesores estemos para transmitir
el conocimiento desde una postura totalmente aséptica y lo mas alejada posible de las
emociones y los valores. Un alumno aprende mas por quién es su profesor que por lo que le
ensefa. No fue facil, pero en poco tiempo la actitud de los alumnos cambi6 radicalmente; ahora
estaban implicados en su propio aprendizaje y mi pasién por la asignatura -antes percibida
como un extravagante exceso- ahora era compartida. Los alumnos ademas apreciaban el
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desarrollo de las habilidades sociales y de comunicacién inherentes a este tipo de métodos.

Mas tarde me atrevi a usarlo con asignaturas troncales de primer curso, un toro muy distinto de
torear a las asignaturas avanzadas de cuarto, con alumnos muy motivados. Desde entonces,
he seguido como método principal una versiéon modificada del método Moore. Las principales
modificaciones que introduje fueron dos: (1) hacer el método Moore colaborativo; (2) conceder
a la escritura la importancia que posee en las matematicas. La aplicacion del método no ha
sido facil ni obvia. Antes bien, ha estado llena de dificultades: clases muy numerosas, alumnos
con poca motivacién, niveles muy heterogéneos, programa muy extenso, muchos alumnos
"profesionales” del examen (eufemismo para los vomitadores), entre otros. Sin embargo, los
resultados han sido buenos. Los alumnos poco a poco se han comprometido con el
aprendizaje, se lo han pasado bien en clase, se han sentidoseguros en el examen, e incluso la
mayoria de los alumnos cuyo nivel evidenciaba que no podrian con la asignatura han seguido
el curso hasta el ultimo dia.

En la siguiente seccion explicaré el método Moore y la versién modificada que aplico en mis
clases.

2. El método Moore modificado

2.1. El método Moore original

El método Moore recibe su nombre por Robert Lee Moore, un famoso matematico (top6logo),
que daba clases en la Universidad de Pensilvania. Originalmente, el método estaba disefiado
para alumnos avanzados de matematicas. Como primer paso, Moore distribuia unas hojas en
gue aparecian los axiomas que se iban a usar en la asignatura, unos cuantos ejemplos
ilustrativos y después un conjunto de resultados que probar. Cada estudiante tenia que probar
por si mismo los resultados. Moore llamaba a la pizarra a los estudiantes y estos probaban los
teoremas. Se producian discusiones entre ellos, en las que Moore intervenia ocasionalmente.
Su método se basaba en una sana competencia individual. Cuando habian pasado unos
cuantos dias, Moore ya conocia cual era el nivel de los estudiantes y los llamaba en orden
inverso a su nivel (los de menor nivel salian mas frecuentemente). Desde el principio, estuvo
prohibido usar cualquier fuente de informacién externa; solo las hojas distribuidas por Moore y
el fruto de las discusiones en clase constituian el unico material —tanto te6rico como
practico—. Como consecuencia de este método, la comprensién del material era muy profunda,
mas, obviamente, que en las clases magistrales. La experiencia de aprendizaje -segun los
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testimonios de los alumnos- era mas vivida. En los videos siguientes aparecen profesores de
universidad describiendo el método Moore.

En el método Moore es absolutamente fundamental crear una atmésfera de seguridad
emocional. Sin ella, el alumno tendra miedo de salir a la pizarra, y lo que es aun peor, de
cometer errores. Un matematico profesional esta acostumbrado a cometer errores; es parte de
su actividad. Igualmente, esta acostumbrado a detectarlos, corregirlos y recuperarse de ellos.
Un alumno, en principio, tiene que aprender todo esto. Moore tenia clases relativamente
pequenas, entre 8 y 15 alumnos, y era facil crear ese buen ambiente de camaraderia
intelectual. Por otro lado, el método no funciona si los alumnos no respetan las reglas. Si hay
alumnos que consultan las demostraciones en libros o las hacen a medias con otros, entonces
la clase no funciona como deberia. Moore contaba que esta situacién raramente ocurria. En
algunas universidades donde el método lleva afos en practica, como la Universidad de Texas,
a los alumnos que copian les llegan a castigar prohibiéndoles matricularse en ningun curso con
metodologia Moore.

Otra cuestion delicada en el método Moore es la evaluacion. Claro es que la evaluacion
continua es la mejor opcidn para este método. Hay todo un continuo de posibilidades en este
sentido, que abarcan desde la pura evaluacion del trabajo en clase hasta la combinacién de
este con examenes y proyectos. En todo caso, con el método Moore es posible evaluar el
esfuerzo de los alumnos y su progresion.

Para mas informacién sobre el método Moore original, se puede consultar la pagina web de su
legado, The legacy of R.L. Moore [ Fou13].

2.2. El método Moore colaborativo
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Dado la facultad en que ensefio, la Escuela Universitaria de Informatica (Universidad
Politécnica de Madrid), con notas de corte de 5, con muchos alumnos avidos de titulos y no de
conocimiento, con alumnos poco motivados, con alumnos vomitadores profesionales, con
clases grandes, sabia que no podia aplicar el método Moore en su formato original. Me di
cuenta enseguida de que tenia necesariamente que centrar el aprendizaje en ellos mismos de
manera expeditiva. Mis alumnos no eran los que tenia Moore, entusiastas de la materia y con
solidos hébitos de estudio. Y esto implicaba introducir el aprendizaje colaborativo. Eliminé la
restriccion de trabajar individualmente que Moore impuso originalmente. De hecho, ahora
fomento el trabajo en grupo, aunque bajo ciertas condiciones. Las condiciones que he
establecido son las siguientes (tomadas de la pagina de una asignatura que di el afio pasado;
véase | Goém13a]):

1. Enla clase no se usan libros ni otras fuentes de informacidn, sean electronicas o
impresas. El material lo prepara el profesor y lo distribuye a los alumnos.

2. El profesor no explica teoria ni hace problemas. La teoria se enuncia en el material que
se distribuye. Los alumnos elaboran por si mismos la teoria. Los problemas los resuelven los
alumnos.

3. Cuando se resuelve un problema un alumno sale a la pizarra a explicarlo, este problema
no se da por bueno hasta que la clase entera esta de acuerdo. Esto puede llegar hasta una
votacién formal en la clase.

4. Todos los alumnos salen por estricta rotacidon. Los alumnos que tienen mas dificultades
salen mas frecuentemente a la pizarra.

5. Se fomenta el trabajo en grupo durante las clases. Es posible que el profesor pida a dos
alumnos que trabajen juntos en cierto problema y que uno se lo explique al otro. En este
sentido, este método se basa en la creencia de que no hay mejor manera de aprender algo que
tener que ensenarlo.

6. Las demostraciones y problemas se tienen que entregar al profesor. Cada alumno
escribe sus propias demostraciones y soluciones. Ademas, como parte de una politica de
honestidad:

1. Si un alumno ha recibido ayuda de otro en la discusién de un problema ha de ponerlo
explicitamente en las entregas: Problema 6 (con la ayuda de X).

2. Siaun alumno le ha leido el trabajo otro comparero ha de ponerlo explicitamente en las
entregas: Problema 6 (leido por X).

3. Si un alumno ha trabajado con otro ha de ponerlo explicitamente en las entregas:
Problema 6 (trabajo conjunto con X).

4. Esta prohibido dejar soluciones o demostraciones a otro comparnero. Si un alumno tiene
problemas con un ejercicio, queda con otro comparero que lo pueda ayudar. No le pide la
solucion sin més y la copia. Ningun alumno deberia ni pedir la solucidon ni dejar que la copie. El
lema esEntiende la explicacion y escribe tu propia solucién.

5. El trabajo en equipo y colaborativo es esencial en esta metodologia. El alumno va a
recibir una carga de trabajo superior a la que es capaz de terminar con la Unica ayuda de su
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fuerza mental. Esto se hace para animar a los alumnos a que trabajen en equipo y para que
acudan al profesor cuantas veces te haga falta (y con la tecnologia que haga falta: Skype,
correo, Twitter, etc.).

6. De vez en cuando habra revision de trabajo por pares. Esto significa que se daran los
ejercicios de unos alumnos a otros para que los corrijan. Esto constituye un ejercicio de critica
y responsabilidad que resultara muy interesante e instructivo.

7. Esta metodologia no funciona si no se siguen estas reglas al pie de la letra. No respetar
las normas del método hace que se arruine por completo. Las copias de los ejercicios 0
demostraciones son siempre obvias.

Uno de los puntos delicados en la implementacion del método es convencer a los alumnos de
qgue pueden hacerlo. Sé que en las dos primeras semanas de clase mi trabajo consistira en
emplearme a fondo para ello. Algunos alumnos piensan que no tienen nivel para afrontar este
reto, otros sencillamente ignoran las reglas del método y actuan por libre, especialmente lo
referente a la colaboracién. En el articulo [ Gom13a ] se recogen mas detalles de la aplicacién
del método, asi como ventajas e inconvenientes para alumnos y profesores.

2.3. La escritura en las matematicas

Me preocupaba sobremanera la patente y creciente falta de recursos de comunicacién de
nuestros alumnos. En el caso de las matematicas, y en particular en mi entorno académico,
habia llegado a limites insoportables. Los alumnos se habian acostumbrado a escribir una
ristra de simbolos, sin apenas frases en castellano, o bien escritas como un telegrama, como
sustituto de una respuesta bien estructurada, concisa y que demuestra la requerida claridad de
pensamiento. Me daba cuenta de que ese era un problema que tenia que atacar, ya
independientemente del método Moore. Investigué la bibliografia y descubri que hacia al
menos cuatro o cinco décadas ya habia profesores que habian ensefiado matematicas
basadas en la escritura. Aqui por escritura entiendo toda una plétora de posibilidades: pruebas
formales, escritura libre, redacciones autobiograficas, diarios, periédicos, paginas web,
resolucion de problemas, poesia visual, informes, entre otros. Para el lector interesado
recomiendo [ Ste90 ], [ MR98 ] y la compilacién de recursos hecha por Michael Kinyon [ Kin13 ].

Mis alumnos han sido extraordinariamente reacios a la idea de la escritura. Hasta entonces les
habian dado todos los puntos por escupir cddigo interno en los examenes, esto es, les daban
buenos puntos por una respuesta inconexa, escrita para ellos mismos, pespunteada con
retazos de su confuso pensamiento, fruto de la habitual regurgitacion del material. ¢ Por qué iba
a ser diferente a partir de ahora si desde el instituto tal cosa les fue permitida? No obstante, he
sido estricto y en las entregas doy cinco puntos por las matematicas y cinco puntos por la

6/10


#Góm13a
#Ste90
#MR98
#Kin13

45. (Marzo 2013) El aprendizaje por indagacion |

Escrito por Paco Gomez Martin (Universidad Politécnica de Madrid)
Martes 12 de Marzo de 2013 12:00

escritura. He escrito un documento en que les explico con detalle como redactar correctamente
matematicas, desde el punto de vista formal y desde el punto de vista linguistico; véase [ Gom
13b Il
He aqui un extracto de ese documento donde se argumenta por qué la escritura puede ser un
buen método de ensefianza de las matematicas.

Una buena escritura es un reflejo de un pensamiento claro. Un pensamiento deficiente nunca podra prc

Escribir matematicas hace las clases mas activas. El alumno tiene que escribir en las clases y mc
Escribir matematicas enfrenta a los alumnos a su propio conocimiento. Escribir una demostracior:
Escribir siempre fomenta la creatividad, y ello es cierto también en el caso de la escritura matemc
Escribir matematicas hara mejores lectores a los alumnos. Tendran que practicar la lectura comp
La entrega de ejercicios escritos al profesor proporciona a este una valiosisima oportunidad de cc
La escritura matematica, sobre todo si se combina con métodos colaborativos, da lugar a discusic

ok wN

Sin embargo, la principal razon para que los alumnos escriban, y lo hagan con rigor y calidad, reside er

A pesar de este documento y mis advertencias, las primeras entregas estaban pésimamente
escritas. Cuando han visto que les restaba una buena cantidad de la nota final de las entregas,
han empezado a tomarlo méas en serio. El nivel de escritura de la clase subid y ello se reflejé en
las exposiciones en la pizarra. En ocasiones mandaba hacer una demostracion a algun alumno
en concreto y le daba una transparencia de acetato. Escribia la demostracidon sobre el acetato y
a continuacion la poniamos en el proyector y la clase discutia y criticaba la demostracion.

En la bibliografia se pueden encontrar libros extraordinarios sobre como utilizar la escritura en
el aula. Timothy Sipka en [ Ste90 ] (paginas 11 y siguientes) sugiere varios, entre ellos, las
redacciones. No parece un recurso de resultados deslumbrantes, pero es solo la apariencia.
Periédicamente, les proponia temas a los alumnos, que iban desde su relacion con las
matematicas, su opinidn sobre el método Moore, la ansiedad matematica o incluso tema libre.
La informacion que recababa de estas redacciones era valiosisima. Me daban una vision de los
alumnos mas personal, me permitia conocer sus preocupaciones e intereses, o sus relaciones
con las matematicas en el pasado y como afectaban a la clase en curso.

2.4. El método completo
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Como he dicho, el método completo se basa en dos pilares: la versién colaborativa del método
Moore y el énfasis en la escritura. Faltaria decir que también uso la idea de las pruebas
conceptuales del método; véanse Mazur [ Maz97 ] y [ Maz13 ]. Estas pruebas conceptuales se
presentan en la pantalla y los alumnos, individualmente, las piensan, normalmente durante uno
o dos minutos. Al cabo de ese tiempo, votan la respuesta correcta con un mando especial
(llamado educlick). Si la mayoria de los alumnos aciertan la respuesta correcta, se pasa a la
siguiente; si no es asi, el profesor invita a los alumnos a que discutan, ahora entre si, cual es la
respuesta verdadera. Al cabo de unos cinco o diez minutos se vuelve a realizar la votacion. Si
sale la respuesta correcta por amplia mayoria, se pasa a la siguiente prueba conceptual; si no
es asi, un alumno desarrolla brevemente el concepto. Este sistema agiliza mucho la clase y
permite programar repasos con gran efectividad.

Como ejemplo real de la aplicacion del método, a continuacién tenemos el principio de la hoja 2
de sucesiones; en la hoja 1 se estudia la definicion de sucesion. En esta hoja se trata la
definicién de limite de una sucesion. Esta hoja se reparte al principio de la clase. Se empieza
con un trabajo intuitivo sobre el concepto de sucesion. Quiero ver qué saben exactamente
sobre el limite de una sucesion, pero dentro de un contexto relajado. Leen la definiciébn 15y a
continuacion, en el ejercicio 16 (segundo recuadro), escriben libremente, incluso con dibujos y
gréficos, sobre su idea de limite de una sucesién. Este ejercicio de escritura dura unos 10
minutos. Me lo entregan y continuamos la clase con la definicion formal.
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Definicion 15 Definicion intuitiva de sucesion convergente.
sucesion a, converge al limite | st cuanto mas avanzamos en la sucesic
mdas nos acercamos a l.

Ejercicio 16 Interpreta grdaficamente la definicion. Haz esquemas o dibu
que tlustren la definicion y pon ejemplos.

Definicion 17 Sucesion convergente. Se dice que un nimero reall es 1i
de una sucesion a,, si y solo si

Ve >0 dngeN talque Yn>ng |a,—1| <e

Sil € R es limite de a,, se dice que la sucesién es convergente o que cont

a |l y se designa por cualquiera de estas tres formas lim a, = [, lima, =
n—

an — L.

Ejercicio 18 Interpretacion grafica de sucesion convergente. Intery
grdaficamente la definicion|17,

Ejercicio 19 FEscribe la negacion de la definicion de sucesion convergente.
un grafico que explique la negacion de la definicion.

Definicion 20 Sucesion divergente. Una sucesion que no es convergen
dice divergente.
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Teorema 47 Convergencia y orden.

1. Silima, =1l < m (respectivamente, | > m), entonces existe ng € N
que, para todo n > ng, a, < m (respectivamente, a,, > m).

2. St ay, > 0 para todo n € N y a,, es convergente, entonces lima,, > 0.

3. St ap, > b, para todo n y ambas sucesiones son convergentes, ento
lim &, > Hmb,.

Problema 48 Proponer sucesiones a,, tales que lima,, = 1 y ademads verifi
cada una de las siguientes propiedades o justificar que no pueden existir:

(a) ap <1 para todon € N (b) an > 0'5 a partir de un térm

'.' M # . #
(¢) a, <05 apartir de un término (d) a, no es mondtona

Teorema 49 Regla del sandwich.

1. St a, < b, < ¢, para todon € N ylima, = lime, =1 € R, entonce
converge a .

2. St a, <b, para todon € N y lima,, = oo, entonces limb,, = oco.

3. St a, <b, para todon € N y limb,, = —oc, entonces lima, = —oco.

Ejemplo 50 Ejemplos de la regla del sandwich.

.5 ml
1. La sucesion — converge a 0.
T
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