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1. La fisica de las pompas de jabon
Planteamos dos experimentos sencillos de realizar.

Experimento 1. En un vaso lleno de aceite depositamos una gota de agua. Obser-
vamos que la gota adopta inmediatamente forma esférica. A continuacion, y con la
ayuda de un lapiz, tocamos la gota de agua para deformarla, empujarla o moverla.
Durante este proceso, la gota cambia de forma, pero de nuevo vuclve a ser esférica
en cuanto la dejamos de tocar. Incluso si con el lapiz logramos romper la gota, el
resultado es ... jdos {0 mas) gotas esféricas de agual

Experimento 2. Hacemos una pompa de jabon con la ayuda de cualquier de los
objetos que se venden en jugueteria. Empezamos a soplar hasta que se desprenda
la pompa. La forma de la pompa es esférica. Esto sucede independientemente de
la forma que tenga el objeto con el cual realizamos la pompa de jabon. Ademas, si
dos pompas se colapsan, se crea dos o mas pompas esféricas pegadas.

A raiz de dichos experimentos, podemos plantearnos varias preguntas. ;Por qué
las gotas de agua en aceite son esféricas y no son de otra forma? ;Por que las pompas
de jabon que realizamos son redondas y no cibicas, o van cambiando de forma? ;Por
qué es la esfera la forma geométrica que adoptan las anteriores configuraciones? La
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116 7. La geometria de las pompas de jabén

razon se encuentra en que determinadas leyes fisicas estan gobernadas por principios
que pueden modelarse matematicamente y en las cuales, la esfera, o trozos de élla,
son soluciones de dichos problemas. El propésito de este texto es mostrar como
la Geometria Diferencial puede dar una explicacion de dichos fenomenos. Es mas,
cualquier persona sin conocimientos matematicos, y con un poco de curiosidad,
puede comprender y entender como la geometria se encuentra en el fondo de dichos
fenomenos. Lo que exponemos a continuacion es una invitacion a adentrarse en la
Geometria sin necesidad del uso de una gran cantidad de formalismo matematico.

Para empezar, consideramos dos fluidos inmiscibles (A) y (B). Veamos qué
fuerzas actfan sobre la interfaz S de separacion de los dos medios. Imaginemos
ambos liguidos como una coleccion de moléculas polares cada una de las cuales
ejerce fuerzas de atraccidn iguales en todas direcciones. Las moléculas 1 y 17 se
encuentran atraidas de igual forma por todas las moléculas que las rodean. No sucede
lo mismo con las moléculas 2 y 2’ sitvadas cerca de la interfaz, ya que, por ejemplo,
la molecula 2 es atraida fuertemente por las moléculas del medio (A) situadas bajo la
interfaz y con menor intensidad por las de (B) situadas sobre la interfaz. El resultado
es que la molécula 2 queda sometida a una fuerza perpendicular a .S hacia el medio
{A). Como consecuencia de ello, la superficie S se curva.

\(B) }? * v
7\\\)¥ ::f/;{ s
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Figura 1: Fuerzas que actiian sobre una interfaz

(A}

Esta fuerza que empuja a las moléculas hacia el interior del fluido se llama
tension superficial: es la energia de las moléculas del fluido por unidad de superfi-
cie, o sea, la energia que hay que gastar para llevar esas particulas desde el interior
del fluido hasta su posicion superficial. La tensién superficial esta regida por los
esfuerzos electroquimicos del fluido y modificada por las sustancias disueltas (ma-
teria organica, sustancias tensoactivas, etc.) Es tangente a la interfaz y su magnitud
dimensional es Fuerza/Longitud.
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«Qué ocurre en el agua cuando le afadimos jabén? Una molécula de jabon
consiste de una larga y delgada cadena de hidrocarbono no polar (hidrofoba) con
una alta polaridad rica en oxigeno (hidréfila) pegado en uno de los finales. Una
molécula de jabdn tipica es C;H33COO Na*. Cuando tales moléculas se afiaden
al agua, el i6n positivo Na™ se libera y se reparte por el agua. De lo que queda, la
parte hidrofoba (C'17 Hys) intenta “huir” del agua, por lo que la molécula se desplaza
a la superficie, orientandose de forma que sus finales hidréfobos se sithan en el
exterior, en contacto con el aire. Al liegar a la superficie, desplaza las moléculas del
agua que se hallaban en élla y, por tanto, la tension superficial del agua disminuye.
La superficie del agua esta, por tanto, parcial o enteramente cubierta con una capa
no polar que reduce la tension superficial.

Figura 2: Moléculas de jabon en agua. Una pelicula jabonosa

Al introducir en agua jabonosa un contomo cerrado de alambre (no muy grande)
y volverlo a sacar, se forma una finisima capa de agua, cuyo borde es el alambre
original. Diremos entonces que se ha formado una pelicula jabonosa. En este caso,
la superficie de agua se ha expandido, provocando un crecimiento de la tension
superficial debido a la reduccion del nimero de moléculas de jabon y que moléculas
de agua que estaban justo por debajo de la superficie vuelven a élla. Aparte de esto,
la superficie del liquido adquiere propiedades adicionales elasticas y estabilizantes,
ya que las partes hidréfobas de jabon dificultan la evaporacion del agua. Delamisma
forma, cuando tenemos una pelicula de jabén y soplamos en ¢lla, poco a poco esta
pelicula se va deformando hasta que se libera del alambre, provocando pompas de
jabon. En este caso, la propia pompa es una interfaz entre el aire que se halla en el
interior de élla, y el aire que se encuentra en el exterior.

Las peliculas y pompas de jabon son, en definitiva, ejemplos de fendomenos de
interfaces entre dos medios. En la Naturaleza encontramos abundancia de ejemplos
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de ello. El estudio detallado de los fendmenos fisicos que actuan en ellos es de
gran interés en muchos campos de la Ciencia y la Tecnologia, como veremos mas
adelante.

Queremos ahora asignar un modelo matematico a dichos fendmenos. Para ello,
necesitamos algunas herramientas que entran de lleno en el campo de la geometria
diferencial.

2. Un poco de geometria diferencial de curvas y superficies

Como ya hemos observado, en las interfaces entre dos medios se produce una
cierta curvatura debido a las fuerzas de tension superficial. Es éste el concepto
fundamental de todo de nuestro estudio. Comenzamos con el estudio de las curvas
planas.

o'(t)
Figura 3. Curvatura de una curva plana

Consideramos una curva plana ja qué podemos llamar su curvatura? Intuitiva-
mente, esta claro que una recta tiene curvatura nula y que una circunferencia tiene
curvatura constante ¢ inversamente proporcional a su radio. Para una curva plana,
la definicion natural de curvatura es la siguiente: la curvatura es la variacion del
vector velocidad de la curva respecto de una direccion fija. Supongamos que nos
movemos a lo largo de la curva a velocidad constante. Si 7 nos mide el tiempo que
va transcurriendo, entonces se define la curvatura « de la curva en el instante ¢ como
dé
‘CE’
donde # es el angulo que hace el vector velocidad a la curva con una direccion
prefijada de antemano. La curvatura no s6lo mide la magnitud de la rapidez con
las que nos alejamos de la direccion tangente, sino también lleva asoctado un signo,

k(t) =



119

indicandonos la direccion de desviacion: positiva st viramos hacia la izquierda, y
negativa si es a la derecha. Ya que la velocidad es constante, la aceleracién sélo
tiene componente normal, es decir, la aceleracion es centrifuga. Puede comprobarse
facilmente que la curvatura es, salvo el signo, la aceleracion centrifuga de la curva.
Con nuestra definicion, una circunferencia de radio R tiene curvatura « = 1/R
cuando nos movemos en sentido contrario a las aguas del reloj.

Definimos ahora Ia curvatura de una superficie. La idea es hallar las curvaturas
de todas las curvas planas que pasa por un punto de la superficie. Sea un punto p
de una superficie Sy un entorno suyo suficientemente pequefio. Una orientacion
de S en dicho entorno es una eleccion diferenciable de un vector N de modulo 1
y perpendicular a S en cada punto. Tomamos todos los vectores tangentes v en p
con modulo 1. Para cada uno de estos vectores v v N(p), cogemos el plano P,
que determinan y lo intersecamos con la superficie, definiendo una curva plana,
llamada seccion normal. Parametrizamos dicha curva de forma que tenga velocidad
constantemente 1 y con tangente en p el propio vector v. Llamamos «, la curvatura
de dicha curva en el punto p (el signo de &, serd positivo o negativo, segin si N (p)
se encuentra a la izquierda o a la derecha en el sentido de la curva.) Haciendo variar
todos los los planos P, consideramos el conjunto de las curvaturas «,, de todas las
secciones normales. No es dificil imaginar que hay un valor minimo y un valor
maximo, a los que denotaremos respectivamente, A (p) y A2(p}. Estos dos nimeros
se llaman las curvaturas principales de la superficie S en p y nos indica, en qué
direcciones tangentes a la superficie en p, ésta se curva de la menor y de la mayor
forma posible. Observemos que el signo de las curvaturas principales cambia al
cambiar la orientacion elegida en la superficie.

Figura 4: Secciones normaies

Podemos definir ahora qué es la curvatura de una superficie en cada punto
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tomando “medias” de las curvaturas principales.

Definicién 1 Se define la curvatura de Gauss K y curvaturamedia f de una superficie
en un punto p como

K(p) = M(p)As(p). Hip) = 2B 2el)

La curvatura media depende de la orientacion elegida en la superficie, no asi
la curvatura de Gauss. A raiz de nuestra definicion podemos calcular K y H para
superficies sencillas. Asi, el plano tiene todas sus curvaturas nulas. La esfera de
radio r tiene curvaturas principales constantes e iguales a 1/r (con la orientacion N
que apunta hacia dentro de la esfera.) Por tanto, K’ = 1/7? y H = 1/r. Por ultimo,
en el cilindro de radio r, Ay = 0, Ay = 1/r, K =0y H = 1/(2r).

En principio, los conceptos de curvatura de Gauss, como el de curvatura media
son extrinsecos a la superficie, es decir, nos tenemos que salir fuera de élla para asi
determinar V. Sin embargo, Gauss probo en 1817 en sus Disquisitiones generales
circa superficies curvas que la curvatura de Gauss (llamada entonces curvatura total)
depende sélo de la superficie, es decir, es un concepto intrinseco. Concretamente,
se puede calcular K midiendo solamente longitudes y areas en S. Es el llamado
Theorema Egregium de Gauss. Este resultado fue fruto de su trabajo cartogréfico
durante la realizacion de un mapa de una region de Alemania.

Sin embargo, para los propésitos marcados en esta exposicion, el concepto que
nos interesa es la curvatura media. Para finalizar, decimos que una superficie es
minimal si tiene curvatura media nula en todo punto.

3. ;Cémo trabaja un fisico de materiales?: la ecuacion de Laplace-Young

Volvamos al caso de los dos medios inmiscibles. La condicion de equilibrio
impone restricciones sobre la geometria de la interfaz. En el siglo XIX, Laplace y
Young probaron independientemente el siguiente resultado:

Teorema 1 (Ecuacién de Laplace-Young) Sean dos medios inmiscibles y S la
superficie que los separa sometida a ambos lados por presiones Py y Py y sea H la
curvatura media de S. Si ambos medios se encuentran en equilibrio, entonces en
cada punto p de S se tiene la siguiente formula:

Py{p) — Pylp) = 27 H(p),
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donde T es el coeficiente de tension superficial de S. El coeficiente T es constante
a lo largo de la superficie.

Explicamos qué significa equilibrio. A cada sistema fisico le asociamos su ener-
gia potencial. Se dira que est en una posicion de equilibrio si tiene menor energia
que en cualquier posicion cercana a élla. Este comportamiento viene regulado por
el principio de los trabajos virtuales, que afirma que todo sistema fisico adoptara
una cierta configuracion si y sdlo si no puede cambiar a una configuracién de menor
energia.

Volviendo a la ecuacion de Laplace-Young, si las presiones a ambos lados de la
interfaz S son constantes, entonces la curvatura media de S es constante. De esta
forma,

1) Si P, = I, entonces H = 0. Este es el caso de las peliculas de jabon, ya
que el mismo aire rodea a toda la supetficie. Una pelicula de jabon adopta la
Jforma de una superficie minimal.

2) Si P, £ Py, entonces H # 0. Las pompas de jabon se enmarcan en esta
situacién, ya que la presién del aire en el interior es mayor que la presién del
exterior. Una pompa de jabén adopta la forma de una superficie de curvatura
media constante.

En nuestras peliculas y pompas de jabdn, si despreciamos el peso del agua y
otras acciones fisicas, la energia se corresponde (proporcionalmente) con ¢l area
de la superficie interfaz: ya que la tnica fuerza que actia es la debida a la tension
superficial, y ésta es proporcional al nimero de moléculas existentes en la superficie,
en condiciones ideales de homogeneidad, se corresponde con el area superficial.
Por tanto, la pelicula de jabon limitada por un contorno cerrado de alambre tiene
la propiedad de que si la empujamos un poco con el dedo, el area de la superficie
jabonosa aumenta. De tal forma, que si dejamos de actuar sobre €lla, la pelicula
de jabén retorna a su posicion original, a aquélla donde el area es minima de entre
todas las configuraciones posibles que puede adoptar la superficie. Esto justifica, en
un primer momento, porqué a las superficies con /I = 0 se llaman minimales.

Veamos a continuacion otro fenomeno de interfaz que nos va a permitir mostrar
las multiples aplicaciones del estudio de las superficies con curvatura media cons-
tante. Consideremos una gota de un liquido depositada encima de una supetficie
plana P y homogénea. Admitamos el efecto de la gravedad. Ahora la ecuacion
de Laplace-Young se escribe (P (p} — Pa(p))h = 27H(p), donde £ es la altura de
la gota respecto del plano P. En este caso, una posicion de equilibrio de la gota
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significa que H es constante (si las presiones son constantes) y que la gota toca a P
a lo largo de una curva formando dngulo constante con dicho plano. Se manifiesta
entonces una adherencia (‘moja’) o una no adherencia (‘no moja’) del liquido al
solido dependiendo si el angulo de contacto es grande o pequetio respectivamente.

Wente, en 1980, demostrd que si el borde es circular, la gota tiene que ser una
superficie de revolucidn. Las superficies de este tipo se encuentran completamente
clasificadas.

Figura 5: Una gota que no moja y una gota que moja

Podemos explicar ahora qué labor realiza un fisico de nuevos materiales. El
estd interesado en la busqueda de sustancias que se adhieran a otra (pensemos en
un pegamento.) El fisico quiere conocer el grado de mojabilidad de las sustancias
candidatas vy tenerlas clasificadas. Deposita una gota de una cierta sustancia sobre
una superficie plana y homogénea de forma que el borde de la gota sea circular.
Conoce la presion gjercida dentro la gota. Quiere conocer el grado de adherencia
de la gota al sdlido en términos de la tension superficial. Para ello, y segin la
ecuacién de Laplace-Young necesita conocer la curvatura media de la superficie de
la gota. Con la ayuda de una camara de video, obtiene una imagen de la forma de
la gota. Ya que se tienen clasificadas las gotas que adoptan formas de superficies de
revolucién, con un programa numérico, determina la curvatura media de la superficie
y finalmente, la tension superficial gracias a la ecuacidén de Laplace-Young.

Como aplicacion practica en la Tecnologia, tenemos todos aquellos procesos
donde se manifiesten fenomenos de adhesion y mojado. Como ejemplos, tenemos
los siguientes:

1) Fendmenos de capilaridad en microbiologia.

2) Mezcla de polimeros, microemulsiones y cristales liquidos.
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3) Técnicas farmacéuticas de separacion de sustancias. Adherencias de aceites
en cosmeética.

4) Estudio de la separacion entre sustancias orgénicas € inorganicas: absorcion
y penetracion de proteinas en membranas celulares, accion de medicamentos,
etc.

5) Adhesion de sustancias a materiales, aleaciones, etc.
6) Plasticos, pinturas y adhesivos sobre superficies.

7} Estudio de flujos entre agua y petréleo en Hidrogeologia.

4. El problema isoperimétrico

Las superficies con curvatura media constante han surgido como consecuencia de
la ecuacion de Laplace-Young en el estudio de la forma de la interfaz de dos medios
inmiscibles. Sin embargo, una forma de introducir las superficies con curvatura
media constante, desde el punto de vista matematico, es a través del problema
1soperimétrico:

Problema isoperimétrico: De entre todas las superficies acotadas que encierran un
volumen prefijado, encontrar aquéllas de menor area.

Para ello consideramos una curva cerrada I' y una supetrficie S cuyo borde sea T
Tomamos una variacién de S, es decir, una familia uniparamétrica S; de superficies
conborde ' ytal que Sy = S. Vamosadenotarpor A(t) y V{¢) el dreay el volumende
la superficie S;. Una primera aproximacion al problema isoperimétrico es imponer
que el area de S sea un punto critico del funcional 4rea, es decir, A'(0) = 0. Un
caleulo algo dificil prueba que esto ocurre si y sélo si H = 0 en cada punto de la
superficie. Si ahora imponemos que todas las superficies tienen el mismo volumen,
entonces A'(0) = 0 si y s6lo si H es constante en . Como conclusion tenemos

Las superficies minimales son puntos criticos del drea para cualquier
variacion de la superficie. Las superficies con curvatura media cons-
tante son puntos criticos del drea para cualquier variacion de la super-
ficie que preserve el volumen.

En particular, las soluciones del problema isoperimétrico son superficies con
curvatura media constante. También obtenemos que si S es la superficie con menor
area de entre todas las superficies con el mismo borde, entonces S es una superficie
minimal {mds tarde veremos que ¢l reciproco no es cierto.)
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r

Figura 6: Variaciones de una superficie

La respuesta del problema isoperimétrico es la esfera y la solucién era ya intuida
por los griegos, aunque no se tuviera una demostracion de ello. jLos esquimales
también sabian la respuesta!: los iglis tienen forma semiesférica, ya que es la forma
de casa que, con un volumen dado, pierde menos calor, pues el calor perdido es
proporcional al érea superficial de la casa.

La demostracion matematica del problema isoperimétrico se realizo en el siglo
XIX y es debida a Schwarz, usando ideas previas de Steiner y Minkowski.

Justamente, las pompas de jabon que realizabamos en el experimento 2 era la
prueba fisica del problema isoperimétrico, ya que para un volumen dado encerrado
por la pompa, ésta adoptaba la forma de equilibrio, en la que el drea se minimizaba.
Lo mismo ocurria con las gotas de agua en aceite: el volumen era fijo, ¢l de la gota,
pero la forma de ésta era la que minimizaba el area superficial. El hecho de que las
pompas v las gotas de agua sean esféricas, nos afirmaba que éstas eran las soluciones
del problema isoperimétrico.

Un problema analogo al problema isoperimétrico es €l problema de la doble
pompa: dados dosnumero V] y V5, hallar las superficies con menor drea que encierran
y separan dos regiones de volimenes Vi y V3. De nuevo, se sospechaba que la
solucion era dos casquetes esféricos unidos con volimenes los dados. Sin embargo,
la demostracion de ello es muy reciente: fue probado en el afio 2000 por Hutchings,
Morgan, Ritoré y Ros.
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V2

Figura 7: Doble pompa

Podemos también hacer una prueba fisica del problema isoperimétrico en el
plano. Este plantea hallar las curvas cerradas sin autointersecciones de longitud
dada que encierran un mayor drea.

Experimento 3. Tomamos un contorno de alambre cerrado y plano. Cogemos un
trozo de hilo donde hemos pegado los extremos y lo colgamos de unlado del armazon
de alambre. Lo introducimos en agua con jabon y lo sacamos a continuacidn. Elhilo
adopta formas arbitrarias dentro de la pelicula de jabon. Con la ayuda de un lapiz,
rompemos el trozo de pelicula encerrada por el hilo. En este preciso momento, el
hilo adopta forma circular. La explicacion es la siguiente: al romperse la pelicula de
jabon que se encontraba en el interior, la pelicula de jabén que se encontraba entre el
hilo y el alambre intenta buscar una nueva forma de equilibrio, y para ello mimimiza
el area superficial. Por tanto, el area que encierra el hilo es la mayor postble, es
decir, es la solucion isoperimétrica.

Figura 8: El circulo es la solucién del problema isoperimétrico del plano
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Podemos hacer dos variantes del mismo experimento, colocando primero un
trozo de hilo con extremos pegados en uno de los lados del alambre. La otra variante
consiste en colocar los dos extremos del hilo en el alambre, y estos extremos tengan
movilidad alo largo del alambre. En ambos, la solucion es un trozo de circunferencia
para el primer caso, y la semicircunferencia en el segundo.

1

_n.———,)_-_-—_' - -

Figura 9: Otra modificacion del problema isoperimétrico del plano

5. Superficies minimales

Recordemos que las superficies minimales son puntos criticos del area; sin em-
bargo, no minimizan necesariamente el area para un borde dado. Analizamos esto
con un poco mas de detalle. Un tipo de superficies faciles en su descripcion son
aquéllas que son grafos de funciones diferenciables, es decir, si z : D) C R? - R
es una funcion diferenciable definida en un abierto D, su grafo es la superficie:
S ={(z,y, 2(z,9}); (z,y9) € D}.

Un caleulo algo tedioso, pero no dificil, nos dice que para la superficie S anterior,
la curvatura media H satisface la ecuacidn:

(14 22) 200 — 220270y + (14222 = —2H (/1 + 22+ 20)7, (7.1)

donde los subindices denotan las correspondientes derivadas parciales. Estaecuacion
diferencial es una ecuacidn “buena” en la teorfa de ecuaciones en derivadas parciales
y con fuertes consecuencias geomeétricas. Si la superficie es minimal (/1 = 0), en-
tonces la ecuacién (7.1) se puede escribir de la siguiente forma:

a 2y 0 2y

S |t | ——
Oz 14+ 22 + 22 Jy 1+ 22 + 22
T y x y

= 0.
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Usando el teorema de la divergencia (una generalizacion del teorema fundamen-
tal del Calculo), se prucba que todo grafo minimal cuyo borde es una curva cerrada es
1a superficie con menor drea de entre todas las superficies con dicho borde. Por otro
lado, toda superficie se puede describir localmente como grafo de una cierta funcion
diferenciable. En consecuencia, una superficie minimal minimiza localmente el drea
de entre todas las superficies que bordean una curva dada.

Cuando la superficie minimal no es grafo de una funcion, la superficie no tiene
porqué minimizar el drea, como muestra la superficie de la figura 10.

Figura 10: Un contorno de alambre que es borde de dos superficies minimales

Como ya hemos visto, para conseguir ejemplos de superficies minimales basta
con realizar peliculas jabonosas con armazones cerrados de alambre. Uno puede
comprobar, con un poco mas de trabajo, que cualquier forma que adopte dicho
contorno, siempre determina al menos una pelicula de jabon. Podemos plantearnos
la siguiente pregunta: dado un contorno cerrado, ;existe una pelicula de jabén cuyo
borde sea dicho contorno? Geométricamente, esta pregunta equivale al siguiente
problema:

Problema de Plateau. Dada una curva cerrada (', jexiste una superficie minimal
S cuya frontera 05 sea C?

Podemos también preguntarnos cémo es dicha superficie, cuantas hay, cudl es su
topologia, etc. La primera persona que estudié de una forma sistematica la geometria
de las pompas de jabon fue el fisico belga Joseph Plateau, hace mas de un siglo.

La respuesta la dio conjuntamente Douglas y Rado en los afos 30. Hay que
observar que dicho problema es muy dificil, con implicaciones en el calculo varia-
cional, el andlisis complejo y la topologia.
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Teorema 2 (Douglas-Radé) Dada una curva cerrada sin autointersecciones, existe
una superficie minimal con la topologia de un disco que bordea dicha curva.

La importancia del resultado lo muestra el hecho de que la primera medalla
Fields que se ha dado en la historia fue para Douglas por dicho resultado.

La historia de las superficies minimales es larga y empieza ya con Lagrange.
Durante ¢l siglo XIX numerosos matematicos se dedicaron a mostrar mas ¢jem-
plos de superficies minimales: Meusnier, Scherk, Weierstrass, Enneper, Schwarz,
Darboux, Serret, Riemann, Beltrami, Plateau. A mediados del siglo XX, grandes
matematicos han dedicado su trabajo a Ia teoria de superficies minimales: Courant,
Douglas, Shiffman, etc. De nuevo, al finalizar dicho siglo, esta teoria ha vuelto a
tomar nuevos impulsos y diversificado sus problemas.

De entre los ¢jemplos de superficies minimales, aparte del plano, vamos a
destacar dos. El primer ejemplo se debe a Euler. El se planted por la forma que
tenia que tener una superficie de revolucion de area minima y con borde prefijado.
Probé que dicha superficie es la obtenida de rotar una catenaria: la catenaria es la
forma que adopta una cadena suspendida por sus extremos cuando se encuentra en
equilibrio. La superficie de revolucion se llama catenoide. La catenoide es la unica
superficie de revolucion que es minimal.

El segundo ejemplo es el helicoide. Esta superficie estd originada al mover una
semirrecta horizontal que se va apoyando a lo largo de una hélice. En particular, el
helicoide esta formado por rectas. El helicoide es la tinica superficie reglada que es

minimal.

Figura 11: Catenaria, catenoide y helicoide

De entre las numerosas cuestiones que podemos plantearnos en la teoria de
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superficies minimales, quiero mostrar una, que por su sencillez merece la pena
detenerse un poco. En 1860, Riemann hallé una familia de superficies minimales
formadas por circunferencias en planos paralelos y él mismo probd que no habia otras
superficies minimales con dicha propiedad. Cogemos ahora dos circunferencias C;
y 'y contenidas en sendos planos paralelos P, y FP,. ;Cuales son las superficies
minimales acotadas por €'y U (57, ;la interseccion de una de é€llas con un plano
paralelo a P resulta también una circunferencia? Larespuesta es afirmativa y la dio
Shiffman en 1956. Cabe decir que la demostracion de dicho resultado es dificil y
sale de los objetivos de esta exposicion. A raiz del teorema de Shiffman, hacemos
el siguiente experimento:

Experimento 4. Tomamos dos aros circulares de alambre y lo sumergimos en
un recipiente que contenga agua con jabon. Dentro del agua colocamos los dos
aros de forma paralela, uno por encima del otro, y saquémoslos (necesitamos que
estén proximos para que puedan determinar una pelicula jabonosa.) Probablemente,
dicha superficie tenga aristas en su interior. En tal caso, con la ayuda de un lapiz,
rompemos €l trozo de pelicula jabonosa para que la superficie no tenga aristas.
Podemos observar entonces que si los dos aros son concéntricos la superficie que
obtenemos es una catenoide.

Por otro lado, si desplazamos los dos aros en direcciones paralelas pero en sentido
contrario, vamos obteniendo una familia de superficies. En principio no sabemos
como son, pero el teorema de Shiffiman, nos asegura que cada una de esas superficies
es una superficie de Riemann. Por tanto, cada rodaja horizontal de la pelicula de
jabdn es una circunferencia.

Figura 12: Superficie de Riemann
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6. Superficies con curvatura media constante

Ya sabemos que el cilindro v la esfera son superficies con curvatura media con-
stante. Hasta hace poco afios, no muchos mas ejemplos eran conocidos. Solamente
se tenian descritas las superficies de revolucion con curvatura media constante.

Delaunay, en 1838, clasificd todas ellas. Lo curioso es que se describen de forma
sencilla de la siguiente forma. Se considera una conica apoyada sobre una recta L
y se hace desplazar la conica a lo largo de L sin deslizarse. Se considera la traza
de un foco de la conica. Entonces la superficie de revolucion que se obtiene al
girar dicha curva respecto de la recta L tiene curvatura media constante. Ademas,
todas las superficies de revolucion con curvatura media constante se obtienen de esta
forma. Un trozo de segmento da esferas y la circunferencia da cilindros; la pardbola
determina catenoides; por ultimo, la elipse y la hipérbola dan, respectivamente,
onduloides y nodoides.

Figura 13: Forma de obtener superficies de Delaunay

reoeeo-N.0000(
" T OO0

Figura 14: Superficies de Delaunay
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De entre las superficies de revolucion anteriores, la tnica que es cerrada (acotada
y sin borde) es la esfera. Hasta 1986, el unico ejemplo conocido era éste y, por
tanto, todos los resultados se encaminaban a caracterizar las esferas en la familia de
superficies cerradas con curvatura media constante. Ya en 1899, Liebmann demostré
que los unicos ovaloides con curvatura media constante son esferas.

El teorema de Liebmann se puede generalizar en dos sentidos: medio siglo mas
tarde, en 1951, Hopf probo el siguiente resultado.

Teorema 3 (Hopf) Las unicas superficies homeomorfas a las esferas y con curvatura
media constante son las esferas.

Por otro lado, en toda una serie de articulos entre 1956 y 1962, Alexandrov
obtuvo un resultado fundamental dentro de esta teoria.

Teorema 4 (Alexandrov) Las unicas superficies cerradas sin autointersecciones y
con curvatura media constante son las esferas.

Este resultado fue verdaderamente sorprendente, no por su contenido, que era
esperado, sino por el método que Alexandrov inventd para demostrarlo, que era
completamente distinto de los de Liebmann y Hopf'y que se apoya esencialmente en
una utilizacién ocurrente del principio del maximo para las ecuaciones elipticas. Es
el lamado métode de reflexion de Alexandrov, que ha sido utilizado por numerosos
autores, no 610 en problemas exclusivamente geométricos, y que sigue siendo un
método fecundo de estudio en geometria diferencial y en la teoria de ecuaciones en
derivadas parciales.

Figura 15: Toro de Wente

Alavista dela falta de ejemplos y de los teoremas de Hopf'y Alexandrov, durante
varias décadas existia la siguiente conjetura, debida a Hopf: la esfera es la unica
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superficie cerrada en R® con curvatura media constante. Sin embargo,

Wente demostro en 1986 que existen superficies cerradas con curvatura
media constante que no son esferas. Construyo explicitamente toros
con autointersecciones de curvatura media constante.

Después de él, numerosos gedmetras se dedicaron a hallar mas ejemplos y no
solamente toros, sino superficies con género arbitrario. Cabe destacar a Kapouleas,
que consiguid construir en 1991 superficies tanto cerradas como no cerradas de
género mayor que uno y con curvatura media constante.

Figura 16: Una superficie de Kapouleas no acotada

7. Una pregunta de la que sospechamos su respuesta

Volvamos a nuestra motivacion original de este texto, con el siguiente experi-
mento.

Experimento 5. Cogemos un aro circular y lo sumergimos en un recipiente que
contenga agua jabonosa. Al sacarlo obtenemos un disco plano. Soplamos hacia el
disco de forma que no se desprenda una pompa de jabon. Sin dejar de estar soplando,
para que la pompa adherida al aro no se vuelva a convertir en disco, observamos que
la superficie resultante es un trozo de esfera, es decir, un casquete esférico (para los
fumadores, pueden realizar un experimento analogo expulsando humo por la pipa,
sin que se desprenda una bolita de humo.)

2Son éstas las unicas configuraciones posibles? Asi se nos muestra cada vez
que hacemos el mismo experimento. Podemos ahora, a raiz de dicho experimento
y desde un punto de vista matematico, plantear el siguiente problema:

;Cual es la forma de una superficie acotada con curvatura media con-
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stante y con frontera una circunferencia?

Si la circunferencia C tiene radio r, tenemos los siguientes ejemplos. Si [ = 0,
el disco plano es la Unica superficie minimal que bordea C. Para cada H, 0 <
H < 1/r, tenemos dos casquetes esféricos (grande y pequefio) de radios 1/H. Si
H = 1/r, un ejemplo es la semiesfera de radio 7.

H=1/R

A ls
N~

Figura 17: Casquetes esféricos

;Hay mas ejemplos? Si. Kapouleas dio ejemplos de superficies acotadas con
curvatura media constante cuyo borde es una circunferencia. Estos gjemplos tienen
autointersecciones y no tienen la topologia de un disco.

Los casquetes esféricos y los discos planos son discos topoldgicos y no tiene
autointersecciones. Cabe preguntarse, pues, si como muestran los experimentos, son
los tnicos con algunas de estas propiedades. Sorprendentemente aun hoy no se sabe
dar una respuesta afirmativa. Recordando los teoremas de Hopf y de Alexandrov,
hoy en dia se tiene planteadas las dos siguientes conjeturas:

Conjetura 1. Los casquetes esféricos y los discos planos son las tnicas superficies
acotadas con curvatura media constante con la topologia de un disco y con borde
circular.

Conjetura 2. Los casquetes esféricos y los discos planos son las Gnicas superficies
acotadas con curvatura media constante sin autointersecciones y con borde circular.

No s6lo esto, sino que apenas se¢ tiene un conocimiento exacto sobre la estructura
de las superficies de curvatura media constante y con borde circular. Se sabe que
H tiene que satisfacerla desigualdad 0 < |H| < 1/r y que en el caso H = 1/r,
la superficie tiene que ser una semiesfera. La misma demostracién del teorema de
Alexandrov puede usarse para probar que las unicas superficies acotadas con cur-
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vatura media constante sin autointersecciones con borde circular y que se encuentra
por encima del plano que contiene a la circunferencia, son los casquetes esféricos.

No cabe duda de la simpleza y claridad con las que estdn enunciadas las dos
conjeturas. Liegados a este momento, reflexionemos en que toda esta sencillez
encierra una gran dificultad matematica. En verdad, esto mismo sucedid en €l caso
cerrado, ya que los resultados de Hopt y Alexandrov son relativamente recientes.
La evidencia de la experiencia nos hace sugerir que las dos conjeturas son ciertas.
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